NOTE DEL CORSO
ANALISI MATEMATICA IV UNITA DIDATTICA (COMPATTA)
A.A. 08/09

SILVANO DELLADIO

Lezione del 16/9/08 (2 ore)

Presentazione generale del corso. Rassegna di “situazioni problematiche” relative al calcolo di:

lunghezza di una curva (nel piano o nello spazio);

massa di un filo;

lavoro compiuto da un campo lungo una curva orientata;
area di una superficie;

massa di una lamina;

flusso di un campo attraverso una supeficie orientata;
volume di un sottoinsieme dello spazio;

massa di un corpo;

area di un sottoinsieme del piano;

volume del sottografico di una funzione f : D ¢ R? — R.

In tutti i casi elencati il numero da calcolare si approssima mediante somme finite del tipo
(1) > f(P)ym(E;)
i

dove {E;} € una partizione del luogo geometrico E coinvolto nella formulazione del problema (una
curva per (1.1-3), una superficie per (2.1-3), eccetera), f : E — R ¢ una funzione continua, P; € E;
ed m ¢ la misura naturale per gli E; (lunghezza per 1.1-3, area per 2.1-3, eccetera). La partizione
e scelta cosi fitta che le funzioni f|E; “si possono considerare costanti”.

In particolare:

e f=1in(1.1),(2.1), (3.1) e (4.1);

e f ¢&la densita di massa in (1.2), (2.2) e (3.2);

e f=Fer7in (1.3), dove F ¢ il campo che compie lavoro mentre 7 & il campo di vettori
unitari tangenti che orienta la curva;

e f=Fevin (2.3), dove F ¢ il campo di cui calcolare il flusso mentre v & il campo di vettori
normali continuo che orienta la superficie.
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Lezione del 19/9/08 (2 ore)

Terminologie alternative: curva come mappa e sua immagine, oppure curva e sua parametrizzazione.
Orientazione indotta dalla parametrizzazione.

Una curva ammette infinite parametrizzazioni. Esempi. Ogni curva liscia ammette parametriz-
zazioni non liscie. Inoltre esistono curve non liscie con parametrizzazioni liscie (esempio: (t) :=
(tsatz)a le [_17 1})

Esempi di parametrizzazioni di curve (segmento, grafico di funzione f : [a,b] — R, elica, ...).
Definizioni di curva chiusa, curva semplice.

Proposizione 1. Sia data una mappa 7y : [a,b] — R"™ e sia ty € [a,b]. Allora il limite
i h) —~(t
lim Y(to + h) —(to)
h—0 h
esiste in R™ se e solo se le componenti v; sono derivabili in ty. In tal caso si ha

v(to + h})L — (o) _ (Y4 (o), b (o), - - ).

lim
h—0

DIMOSTRAZIONE: Basta osservare che si ha
(1) — it t) — (¢ L
%i(t) —vilto) 7(t) v(o)_vHSZ

t—to t—to

j=1
per ogni v = (v1,...,v,) E R eperi=1,...,n. O
Definizione 1. Sia 7y come in Proposizione 1. Diremo che ~y ¢ derivabile in ty € [a,b] se esiste

lim v(to + h) — (to)
h—0 h

cR".

Tale limite verra indicato con ' (to).

Ora Proposizione 1 puo essere riformulata come segue:

Proposizione 2. Sia data 7y : [a,b] — R" e sia ty € [a,b]. Allora v é derivabile in ty se e solo se
tutte le componenti ; sono derivabili in tg. In tal caso si ha

v (to) = (11 (to), 12(to), - - -)-

Definizione 2. Una mappa 7 : [a,b] — R™ ¢ detta parametrizzazione regolare a tratti (di curva)
se essa € semplice, continua e se si puo trovare una suddivisione

a:=a<a <---<any:=b
tale che, per ogni j, la mappa ~|(a;,aj1+1) sia di classe C' e
te=A(t),  te(aj,aj+1)
sta limitata e sempre diversa da zero. Nel caso in cui le precedenti condizioni possano essere

verificate con N = 1, si dice che v é una parametrizzazione regolare. Una curva regolare (risp.
curva regolare a tratti) ¢ un sottoinsieme C di R™ per cui esiste una parametrizzazione regolare

(risp. regolare a tratti) v : [a,b] — R™ tale che C' = ~([a,b]).
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Proposizione 3. Se v : [a,b] — R? ¢ una parametrizzazione regolare (di curva) allora vy((a,b)) &
localmente grafico di una funzione di classe C*.

La dimostrazione di Proposizione 3 seguira facilmente dal seguente lemma.

Proposizione 4. Sia ¢ : (¢c,d) — R una funzione di classe C' e supponiamo che per un certo
ty € (c,d) si abbia ¢'(ti) # 0. Allora esiste un intervallo aperto I tale che

e I C(c,d)eticl;
o la funzione |l é strettamente monotona. In particolare J := ¢(I) é un intervallo aperto e

oll:I—J
¢ invertibile. Inoltre
(o)™t J—1T
¢ una funzione di classe C'.

DIMOSTRAZIONE: Senza intaccare la generalita della prova, possiamo supporre che ¢'(t,) > 0.
Poiché ¢’ & continua, esiste allora (per il teorema della permanenza del segno) un intervallo aperto
I tale che B B
ty €1, IC(cd), o'|T > 0.
Per verificare che (p|I)~! & derivabile, consideriamo
x € J, {zn} C J\{z}
tali che zj, — x e siano
tel, {tr} C I
tali che
o(t) =, (tn) = zp.
Osserviamo che, ovviamente, si ha t; # t per ogni h. Proviamo che
(2) t, — t.
Se non fosse cosi esisterebbero € > 0 e una sottosuccessione {ty, } tali che
(3) |t —tn| > €
per ogni i. Poiché {¢},} ¢ limitata, esisterebbe una sottosuccessione {thij} convergente a un certo
t € I. Si avrebbe che
o, = pltn,) = 0f)  (j — +o0)
e quindi ¢(f) = = = ¢(t). Ne seguirebbe che ¢ = ¢, mentre (3) implica che [t — | > . Questa
conclusione assurda prova che vale (2).

Ne segue che

(ol) " xn) = (plD) &) th—t (‘P(th) —@(ﬂ)‘l'

Tp — o(tn) — () th—t
Quindi (¢|I)~! & derivabile in z e si ha
_ 1 1
(4) D)™ (z) = - =

(1) @' ((ell)~H ()
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per ogni x € J. In particolare (p|I)~! & continua in J, per cui la stessa formula (4) mostra che
()~ e CH(J).

OSSERVAZIONE: La mappa 7(t) = (t3,¢%), t € [~1,1], non & una parametrizzazione regolare
in quanto 7/(0) = (0,0) (ma & regolare a tratti). Pertanto: il fatto che v((—1,1)) non possa
coincidere, intorno al punto v(0) = (0,0), col grafico di una funzione di classe C'! non contrasta
con Proposizione 3.

Lezione del 23/9/08 (2 ore)

Proposizione 5. Sia v : [a,b] — R™ una mappa derivabile in to, con v'(ty) # 0, e consideriamo
la sequente parametrizzazione della retta per v(to) avente direzione v € R™\{0}:

)\v(t) = ’}/(to) + (t — to)’U, teR.

Si ha allora che y(t) — \y(t) & un infinitesimo di ordine superiore a t —tg, pert — to, se e soltanto
/
se v ="(to).

DIMOSTRAZIONE. Si ha infatti
Y(t) = A(t)  ~(t) —v(to)

t—to t—to

Ne segue che

A = Mlt)

se e soltanto se v = +/(0). O

La precedente proposizione ci mostra che, fra tutte le \,, ce n’¢ una (e una sola) che meglio
approssima 7 vicino a to. Essa si ottiene prendendo v = 7/(fp). Risulta pertanto naturale dare la
seguente definizione.

Definizione 3. Nelle ipotesi di Proposizione 5, la retta
t = Ayr(ao) (8) = Y(to) + (t = to)'(to)

¢ detta retta tangente (affine) alla curva v in t.

Ulteriore commento al problema (1.2), discusso nella prima lezione. Se v : [a,b] — R" (n = 2,3)
parametrizza il luogo C occupato dal filo ed f indica la densita di massa del filo medesimo, allora
le somme finite (1) approssimano il numero

b
) | reoivo

Questa espressione diviene pertanto il “naturale candidato per la definizione di [ f”. Prima pero
essa andra oppotunamente “testata”: piu precisamente verificheremo che la formula (5) non dipende
dalla scelta della parametrizzazione e che inoltre essa produce una nozione di misura coerente, nei
casi elementari (segmento, circonferenza, ...), con quella classica.
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Proposizione 6. Siano v : [a,b] — R"™ e A : [¢,d] — R"™ parametrizzazioni regolari e iniettive tali
che
Y([a,0]) = Ale, d]) =: C.

Allora, se f: C — R ¢ una funzione continua, si ha

b d
[ raoir@la = [T rae)iNe | ds

DIMOSTRAZIONE: Consideriamo la funzione
oc:=X1toy:[a,b — [cd].

Osserviamo che o ¢ iniettiva, oltre che (ovviamente) suriettiva. Infatti, se t1,t2 € [a,b] e o(t1) =
o(t2), allora si ha

Y(t1) = Aoa(ty) = Ao o(ta) = y(t2)
e quindi t; = tg, per I'iniettivita di .

Verifichiamo che o ¢ continua. Se non lo fosse, esisterebbero ¢y € [a,b] e €9 > 0 tali che
(6) o (ti) — o(to)| = €0

per una certa successione di ¢; € [a,b], i =1.2,..., con t; — ty (i — 00). Poiché [c,d] & un insieme
compatto e o(t;) € [c, d], potremmo trovare una sottosuccessione {t;;} e so € [c,d] tali che

(7) o(ti;) = so  (j— o0).
Ne seguirebbe che
Also) = lim Ao (t;;)) = lim(t;;) = (to) = Mo (to))

e quindi sg = o(tp), per l'iniettivita di A\. Ma questo risultato contraddice evidentemente (6) e (7)
e prova pertanto la continuita di o.

Dimostriamo ora che o € C(a,b). Fissato arbitrariamente ¢y € (a, b) e ricordando che o & iniettiva,
si trova

Y(to +h) —(to) _ Ao(to + h)) — Ao (to))
(8) h h
_ Ao(to+h)) —Ao(to)) o(to+h) —olto)
o(to+h) — o(to) h

per ogni h # 0 sufficientemente prossimo a zero (affinché to + h € (a,b)). Osserviamo che, grazie
alla continuita di o, si ha

Ao(to +h)) — Ao (to))
o(to+ h) —o(to)

per h — 0. In particolare, per |h| sufficientemente piccolo, vale

R(h) #0
e dunque da (8) otteniamo subito (per |h| sufficientemente piccolo)

o(to+h) —o(te)  ~(to+h) —~v(te)  R(h)

h h * TR

(9) R(h) := — XN(o(to)) #0
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Ricordando anche (9), ne segue che o ¢ derivabile in ¢ e si ha

7' (to) @ X(o(to))

7 (00) = TN e I?

Rimane cosi provato che o € C(a,b).

Osserviamo che, a questo punto, sempre da (8) si deduce 1'uguaglianza

(10) 7 (to) = X (o(to))o (to)-
Dalla formula di integrazione per sostituzione, segue che
/[ ’ F@)Y @)l dt = - FA@@ONIN (o(t)o’ (#)]] dt

= F@ONIN (e () llo’(£)] dt

[a,]
= [ RGN ds.
[c.d]

O

OSSERVAZIONE: La formula (10) estende la formula di derivazione per le funzioni composte
dimostrata nei precedenti corsi di analisi. Essa costituisce un risultato standard del calcolo dif-
ferenziale che ci sara utile anche in seguito.

OSSERVAZIONE: La proposizione precedente si generalizza immediatamente alle curve regolari a
tratti (che ricorreranno molto spesso in seguito).

Lezione del 26/9/08 (2 ore)

OSSERVAZIONE: Vari test significativi eseguitisu [, ; |7[| (i casi del segmento, della circonferenza

e del grafico di una funzione f € C'([a,b])), 'invarianza rispetto alla traslazione e ’'omogeneita
rispetto all’omotetia confermano I'ipotesi intuitiva che [~ 1 costituisca la giusta nozione di misura
(lunghezza) della curva C.

A questo punto possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 4. Siano C' una curva regolare a tratti in R™ e f : C — R una funzione continua.
Allora 17 integrale di f lungo C' ¢é il numero

Lf:AJﬁwMW

dove v : [a,b] — R™ & una qualsiasi parametrizzazione regolare a tratti tale che vy([a,b]) = C. Per
una tale curva si definisce anche la misura (lunghezza) di C', come segue:

m(©):= [ 1= [ 1)

Notazione alternativa: [ fds, [ fdH'.
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Il seguente risultato, interessante di-per-se, conferma ulteriormente ’opportunita della precedente
definizione.

Proposizione 7. Sia v : [a,b] — R"™ una parametrizzazione regolare a tratti. Allora

I = L(A
Jl = s 5(A)

AeP([a )
dove P([a,b]) denota l'insieme delle partizioni di [a, b]
A = (to,t1....,tn), contgp=a<t; <...<ty=2b
mentre I (A) indica la lunghezza della poligonale avente come vertici le immagini y(t;) della par-

tizione A, cioé

N-1
(D) == > [v(tin) — ().
j=0

DIMOSTRAZIONE: Primo passo: se v & una parametrizzazione regolare. Posto
L:= sup I4(A)

A€P([a,b])
dimostriamo che
(11) L <my(C).
Consideriamo A = (to,t1.... ,tn) € P([a,b]) e, fissato j con 0 < 7 < N — 1, definiamo il vettore

unitario
_ ) — ()
17 (tj41) = ()]
Per il teorema fondamentale del calcolo, si trova che

Ir(tse1) = 1)l = w i)~ () =ue [ @ at

ti+1 , tj+1 ,
= [Tueywde< [T o) d

tj tj

(12)

e quindi, sommando
N-1 b
S It =)l < [ @lae
=0 a

dalla quale segue subito la disuguaglianza (11).

Per dimostrare il viceversa, scegliamo a’, b’ tali che
a<a <b <b

e osserviamo che 4/ & uniformemente continua in [a/,b]. Di conseguenza, fissato ¢ > 0, si puo
trovare § = d(¢) > 0 tale che

(13) V() = (s)l <e
per ogni s,t € [a/,V/] tali che |t — s| < §. Se ora consideriamo una partizione
A = (to,t1....,ty) € P([d, b))

tale che
tj+1—tj<5, (jZO,...,N—l)
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segue che
tivr tivr , tivr
L@l [ o =y [T ) ar
J J J

< e(tjrn —t) + IV &)t — 1))

/() — Y(tj+1) —(t))

e(tjrr —t5) + |1 —
J J

(tj+1 —t5) + Iv(#j1) — v(@&)]-

Poiché, come mostreremo fra breve

(14) ol J+l) Y( ]) < ne
tiv1 — ¢

Y (t5) —

si ottiene

ti+1
/t 17 @)lldt < (n+ 1) (41 — t5)e + |7(E4+1) — ()]
J
da cui, sommando

b
/a, 17 (@®)]|dt < (n+1)(b —a')e+ Ly (A) < (n+1)(b—a)e + L.

Dall’arbitrarieta di e, segue subito che

/

b /
[ i<
a

b a b
LIi<e+ [+ [ <2+ @ —a+b—t)sup|].
a a

[a,b]

e cioe

Ricordando che ||7/|| & limitata e che a’ e b’ possono essere scelti arbitrariamente vicini ad a e b,
rispettivamente, se ne conclude che
b
/
i<t
a

Per dimostrare (14), basta applicare il teorema di Lagrange del valor medio alle componenti v; di
. Esso ci garantisce l'esistenza di sij € (tj,tj41) tali che:
Y(tj+1)
V() = 1) =)
ti+1 =t

% SU)} .

i tj-‘rl) Vi t] i
tier—t; 2 %

La disuguaglianza (14) segue ora subito da (13).

Secondo passo: il caso generale. Sia

apg:=a<a <---<any:=b
una suddivisione di [a, b] tale che
7l(az,a541) € C*
e 7/ (t) # 0, per ogni t # ag, a1, as, ...

Grazie al primo passo, si ha
N—1

/\w—z/ BCEED DU R HRIEN I
a] aJ

j=0 AEP([aj,aj41])
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Rimane da verificare che

Y= sup [,(A).
AeP([a,b])

In effetti, se consideriamo
Aj = {tj())tjly C. ,thj} € P([aj,aj+1]), (] =0,..., N — 1)
e osserviamo che
A, = ij:BlAj = {too, oy tong = t10, - - -, BN, = t20, - - } € P([a, b]),

troviamo subito che

N-1
Lyi(a a4 (A):l (A*)S sup I (A)
]Z::') Yl(aj,a;41)\ =7 v AcP(a]) v
Quindi, potendo far variare arbitrariamente le A; in P([a;, a;11]), otteniamo

X< sup L(A).
AeP([a,b])

Per dimostrare la disuguaglianza opposta (e quindi concludere), consideriamo A € P([a,b]) e
poniamo

Aj={a;} U(AN(aj,aj+1)) U{aj41} € P(laj,a;4]), (G =0,... ,N—1).

Allora, per la disuguaglianza triangolare, segue facilmente che
N-1
L(A) < > L (A) <E.
§=0
La conclusione segue ora dall’arbitrarieta di A € P([a,b]). O

NOTA BENE: La definizione di integrale sottintesa (¢ la prima volta che la incontriamo!) nella
formula (12) ¢ la seguente:

t; ts ts ti
/ﬂj+1 ~(t)dt := </tvj+l %(t)dt,/;+1 Ya(t)dt, . .. ,/t‘]+1 %’z(t)dt> :

J J J J

NOTA BENE: Se disponessimo del teorema di Lagrange del valor medio per i campi di vettori,
potremmo applicarlo a  per ottenere una dimostrazione piu diretta di (14). Eviteremmo cosi
di passare alle componenti scalari ;. Purtroppo pero un tale teorema non vale. Per esempio
A(t) := (cost,sint), con t € [0, 27], soddisfa
A(2m) — A(0)
2 -0

=0
mentre X' (t) # 0 per ogni t € [0, 27].

OSSERVAZIONE: Anche alla luce di Proposizione 7, si potrebbe essere indotti a pensare che
I’estremo superiore delle aree delle superfici poliedrali inscritte in una superficie “liscia” ¥ possa
essere assunto quale ragionevole definizione dell’area di ¥. Questo perd non puo essere vero! Infatti
tale estremo superiore vale 400 per tutte le superfici liscie e curve. Il caso del cilindro: esempio di
Schwarz.

\

Definizione 5. Una curva regolare a tratti orientata in R™ ¢ una coppia (C,T), dove
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(i) C ¢ una curva regolare a tratti;
(ii)) 7 : C — R™ & un campo di vettori per cui esiste una parametrizzazione regolare a tratti

v : [a,b] — R™ tale che y([a,b]) = C e
Y (@) =Y Ol (v(®1))

per ogni t in cui vy € derivabile.

Le seguenti osservazioni sono preliminari essenziali alla definizione di integrale di un campo vetto-
riale lungo una curva regolare a tratti orientata (Definizione 6).

OSSERVAZIONE: Se (C,7) ¢ una curva regolare a tratti orientata, allora 7 & continuo sui tratti
regolari della curva C.

OSSERVAZIONE: La Definizione 4 si estende in modo ovvio alle funzioni discontinue in un numero
finito di punti (e.g. quelle continue sui tratti regolari della curva C') e limitate.

Definizione 6. Sia C = (C,7) una curva regolare a tratti orientata (in R™). Se F : C'— R™ ¢
un campo continuo sui tratti regolari di C, definiamo lintegrale di F' lungo C' come il numero

Lr= [ Fer

Notazione alternativa: [ F eds (pern =2,3), [5Fidx+ Fady (sen =2), [z Fidx+ Fady + F3dz
(sen =3).

OSSERVAZIONE: Com’e facile da verificare, la precedente definizione & ben posta, nel senso che
essa non dipende dalla scelta della parametrizzazione regolare a tratti.

OSSERVAZIONE: Sia C = (C,7) una curva regolare a tratti orientata (in R"). Allora, se v :
[a,b] — R™ & come in Definizione 5, si ha

b b
(15) LF=[Fer= [ Faw)erauy@ld= [ Fo®) ey @t

Questa formula giustifica evidentemente 1'uso delle notazioni alternative.

Lezione del 30/9/08 (2 ore)

OSSERVAZIONE. Sia A un sottoinsieme aperto di R" e sia ' : A — R" un campo continuo dotato
di un “potenziale” ¢ € C!(A) (cioe si abbia Vo = F). Inoltre sia C' = (C,7) una curva regolare a
tratti orientata (in R™), con C' C A. Allora, per (15), si ha

b

(16) L= [ Vet eyt = ["(00m) = otr0) - 0la(@).

a

In particolare, ne consegue che:

(1) Curve C distinte aventi in comune i punti iniziale e finale danno luogo allo stesso valore
dell’integrale [ F;
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(2) Per ogni curva regolare a tratti orientata C tale che C' C A e C ¢ chiusa, si ha

[Fr=o.
C

Con riferimento al contesto fisico, in cui fz F' puo essere interpretato come energia, diremo
che i campi soddisfacenti questa condizione (come F') sono “conservativi”. Abbiamo cosi
verificato che ogni campo dotato di un potenziale & conservativo. Il viceversa e vero, ma
la dimostrazione (che richiede strumenti matematici non ancora disponibili) verra data in
seguito.

Vale la pena di osservare che non tutti i campi sono dotati di un potenziale. Per esempio
F:R*—R? (z,y) — (0,2)

non lo &. Infatti, se I’ avesse un potenziale ¢, questo sarebbe necessariamente di classe C?. Poiché
V¢ = F, troveremmo

oo _ dp _
% = 0, ay =T
e quindi anche
0 0p 0 dp 1

oy 0xr 0, ox dy
che contraddice il ben noto teorema di Schwarz. Alternativamente, grazie a (2), questo fatto si puo
provare osservando che esistono curve chiuse lungo le quali l'integrale di F' produce un risultato
diverso da zero (per esempio la circonferenza unitaria centrata nell’origine).

Infine, & evidente che se F' ha un potenziale ¢, allora ne ha infiniti altri (per esempio ¢ + ¢, con
c € R\{0}).

Esempi.

Lezione del 3/10/08 (2 ore)

Intervalli aperti a destra in R”. Funzioni semplici in R".

Definizione 7. Due funzioni semplici

M N
@ = NipD,, V= pien,
i=1 =

st dicono uguali (e si scrive o =) se M = N e
Le funzioni ¢ e 1 si dicono equivalenti (e si scrive p ~ 1) se p(x) = (x) per ogni x € R™.

OSSERVAZIONE. Se ¢ € una funzione semplice in R", esistono infinite funzioni semplici ¥ in R
equivalenti a . Esempio: le funzioni semplici in R?
(17) ©[0,2)x[0,1)> ®0,1)x[0,1) T ¥[1,2)x[0,1)

sono equivalenti.
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OSSERVAZIONE. Il funzionale sulle funzioni semplici in R™ definito da

N N
I, < > )\MDj> =Y Ajmn(Dy)
=1 =1

produce lo stesso risultato se applicato a funzioni semplici equivalenti. Questo fatto, che proveremo
fra poco (Proposizione 9) non accade per tutti i funzionali. Per esempio, il funzionale

N N
> Njep, = Y Amn(D;)?
j=1 j=1

valutato sulle funzioni semplici (16), produce 4 e 2, rispettivamente. Osserviamo che I,,(¢) si puo
interpretare intuitivamente come la misura orientata della regione compresa fra R" e il grafico di (.
Dunque, senza ambiguita, potremo chiamere tale numero integrale di ¢ in R™. Tale interpretazione
fornisce anche una prova intuitiva di Proposizione 9.

La seguente osservazione e la successiva proposizione si riveleranno utili per provare la menzionata
Proposizione 9 sull’invarianza dell’integrale per funzioni semplici equivalenti.

OSSERVAZIONE: Sia {D;}M, una qualsiasi famiglia di intervalli aperti a destra. Allora esiste una
famiglia {F;}L, (con k > M) di intervalli aperti a destra a-due-a-due disgiunti tali che

UF. =D
k i
Scriveremo in tal caso {Fy }2L, <1 {D;}M,.

Proposizione 8. Siano dati una fuzione semplice (in R™)
M
Y= Z )\i@Di
i=1

e una famiglia {Fk}le di intervalli aperti a destra tale che

{Febie <{Di}};.

Posto
%kt:{“i:l,...,M;FkCDi}, ’yk::ZAi (k:L...,P)
1€
€
P
C::ZVkSOFkv
k=1
st ha

DIMOSTRAZIONE: Sia
D:={(ki)|k=1,...,P;i=1,... ,M; F, C D;}
e osserviamo che & e la sezione verticale di I' di ascissa k, cioe

Sp={ili=1,...,M; (ki) eT}



NOTE DI ANALISI MATEMATICA IV UD (COMPATTA) 13

Indicata con ®; la sezione orizzontale di I" (i = 1,... , M), ossia posto
R, ={k|lk=1,... ,P; (ki) eT}={k|k=1,... ,P; F), C D;}

si ha allora

=1  keR (kyi)er 1€
P
= Z Vi o (F)
k=1

Inoltre

((z) =p(z) =0
per ogni x € R"\ U; D; = R™\ U Fi. Se invece z € U;D; = UpF}, allora esiste uno e un solo
ke {1,...,P} tale che

T € ch
e quindi
P M
@)= wmen(®) == Xi= Y Xop() =Y Niep,(z)=p(x)
k=1 €St €S i=1

Proposizione 9. Siano ¢ e ¢ funzioni semplici in R" tali che ¢ ~ 1. Allora I,(v) = In(¢).

DIMOSTRAZIONE: Siano

M N

i=1 j=1
Poiché U;D; = U; E;, si puo trovare una famiglia {F; k}le di intervalli aperti a destra tale che

(B < (Db, {Fhio < (B
Definito 3 come nella precedente proposizione e posto analogamente
%;g = {]‘]:1, ,N; Fk CE]‘},

si trova, per ogni z € Fy, (k=1,...,P)

N
Yo=Y N —ZMOD Z,UJSOE =

1€ jE\Sk

Da Proposizione 8 segue subito che la funzione semplice

P
=Y nmen

k=1

soddisfa (oltre che ¢ ~ ¢, ¢ ~ ) I,(¢) = I,(p) e I,(¢) = I,(¥). Quindi I,,(¢) = I,(¥). O
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Lezione del 7/10/08 (2 ore)

OSSERVAZIONE: Dalla definizione di I,, e da Proposizione 8 si ricavano facilmente le seguenti
proprieta:

(1) il funzionale I,, & lineare, ossia

(A + ) = My () + pdy (1)

per ogni coppia di funzioni semplici ¢, e per ogni coppia di numeri reali A, u;
(2) se ¢ e 1 sono funzioni semplici tali che p(x) < ¥ (x) per ogni € R™, allora I,(p) < I,,(1)).

Sia ora f : R” — R una funzione nulla nel complementare di un insieme limitato e limitata.
Indichiamo con X_(f) l'insieme delle funzioni semplici ¢ in R™ tali che ¢ < f. Analogamente
Y4+ (f) ¢ l'insieme delle funzioni semplici ¢ in R™ tali che ¢ > f.

OSSERVAZIONE: Grazie alle ipotesi assunte su f, gli insiemi ¥_(f) e ¥4 (f) risultano essere non
vuoti. Si possono dunque definire i numeri reali

L (f)=sw () e e ()},  Li(f):=nf{l(p)|p € :(f)}
e naturalmente si ha

I (f) < L (f).

Definizione 8. Diremo che f : R" — R (nulla fuori di un insieme limitato e limitata) é
integrabile secondo Riemann (o Riemann integrabile) se

L (f) = L (/).

In tal caso si pone
f=1;(f) = I; ().
Rn

L’insieme di tali funzioni é indicato con R(R™).

Notazione alternativa: [g. f(x)dz, [[.. . [gn f(x)dzids ... d2y.

OSSERVAZIONE: Non tutte le funzioni sono Riemann integrabili. Per esempio, se n = 1 e indichi-
amo con f la funzione caratteristica di Q N [0, 1), si trova subito che I; (f) =0e I; (f) = 1.

OSSERVAZIONE: L’integrale su R" estende l'operatore I,, dall’insieme delle funzioni semplici in
R" a tutto R(R™). Piu precisamente: se ¢ ¢ una funzione semplice in R", allora ¢ € R(R") e si
ha

Y= In(@)'
Rn

Infatti, poiché ¢ € X_(¢), si ha

Ir? ((P) = sup {In<¢> ’w €X_ (90>} - In((p)
e analogamente, poiché ¢ € ¥ (¢), si ha

Ly () = inf {In () |4 € B1(p)} = Ln(e)-
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Proposizione 10. R(R"™) é uno spazio vettoriale e la mappa

R =R, [ [

e lineare.

DIMOSTRAZIONE: Siano f,g € R(R"). Dimostriamo che allora
f+g9eRR)

/Rn(f+g)=/mf+ .

Infatti, per ogni fissato € > 0, esistono

p-€X(f), ereBi(f), v-€3(9), vyeXi(g)

tali che
(18) L(py) = In(p-) <, In(¥y) —In(y-) <e.
Ma

-+ €X_(f+g), o+t eZi(f+9)
e si ha

per (18). A maggior ragione dunque
Li(f+9) =1, (f+9) <2
da cui, per l'arbitrarieta di e, segue che
Li(f+g) =1, (f+9)

e cioe che f + g ¢ Riemann integrabile. Inoltre, poiché

1) + In(o) = o=+ 0-) < [ (F4+9) < Tullps + 1) = L) + Taw4)

L) < [ F<hle), L)< [ g <L)

R
si trova anche

/Rn f+ / 9~ /Rn(f +9)’ < Li(og) + In(y) — In(o—) — In(p—) < 2e.

Invocando nuovamente ’arbitrarieta di €, otteniamo

Lot o= (g =0
o= 1+[ o

ossia
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Procedendo in modo analogo, si prova che se f € R(R") e A € R allora A\f € R(R") e si ha

/n/\f:)\ .
O

Proposizione 11. R(R"™) ¢ un reticolo rispetto alle operazioni di massimo e di minimo. In altri
termini, se f,g € R(R™) allora si ha anche f A\ g, fV g € R(R").

DIMOSTRAZIONE: Siano f,g € R(R"™). Dato che
frg=—((=fV(-9)
sara sufficiente dimostrare che
(19) fVgeRR").
Per farlo, fissiamo arbitrariamente € > 0 e consideriamo
p- €X_(f), e+ €X4(f), v-€X(9), v+ €Xi(g)

tali che
(20) In(p4) — In(p-) <, L(¥y) — In(y-) <e.
Ovviamente

p-VY_€X_(fVyg), sV e€Xi(fVyg).
Inoltre, non e difficile verificare che
(21) 0<(p+Vps) = (- VYP_) < pr —p_ + by — 9.
Infatti:

e Se in un punto si ha ¢y > ¥4 e p_ >1_, allora
(b Vior) = (p- V) =pr = Sy —o + Py —
e Se oy <Yy ep_ <P_, allora
(P Vbg) = (o= VY_) =ty =Y <o —p + Yy — g
e Se o > e o <1 (quindi anche p_ < 1)) , allora
(P Vi) = (p- V) =y =V <oy =Y+ by — o
=y —p- + by =Y
e Se o <1y e p_ >1_ (quindi anche p4 > 1_) , allora
(p+ V) — (- VY- ) =9 —p_ <ty —p_+ o —P_
=0y - + Yy — Y

Grazie alle proprieta di linearita e monotonia di cui gode l'operatore I, da (21) si ottiene subito
0 < In(p4 Vi) — In(p— V) < In(ps) — In(p-) + In(¥4) — In(y-).
Da questa e da (20) troviamo subito che

In(p+ Vipy) — In(p- Vo) < 2¢
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e quindi, a maggior ragione, si ha

Li(fvg) =L, (fVg) < 2.
Dall’arbitrarieta di € segue ora la (19). O

Come facile conseguenza delle precedenti proposizioni otteniamo il seguente risultato.

Proposizione 12. Siano f,g € R(R"™). Allora

(1) Se f =g, siha [gn f = Jgn 95
(2) [/l € R(R") e Jgn [f] = [Jrn f-

DIMOSTRAZIONE: Prima di tutto, Proposizione 10 implica che f — g ¢ Riemann integrabile e

vale
fu=a=] -] 9

Dopodiché (1) segue subito notando che la funzione identicamente nulla appartiene a X_(f — g),
quindi

/ (f—=g)= sup In(p) > 1,(0) =0,
R €S (f~g)

Per dimostrare (2), osserviamo che
fl=FVo—fAo.

Proposizione 10 e Proposizione 11 garantiscono allora che |f| ¢ Riemann integrabile e, tenendo
conto anche di (1), si trova

/Rnf‘:’/Rn(fvoHAO)‘:’/Rnfvw/mfm’

g’ Rnfv0’+’ RanO’:/nf\/O— [ 1n0

= | rvo—sro=[ sl

Lezione del 10/10/08 (2 ore)

Definizione 9. Siano dati una funzione f : R® — R e un sottoinsieme A di R"™. Si dice allora
che f é Riemann integrabile in A se foa € R(R™). In tal caso si pone

[ £= | tea

L’insieme delle funzioni Riemann integrabili in A é indicato con R(A).

OSSERVAZIONE: Si puo ora facilmente dimostrare che per R(A) sussistono i risultati corrispon-
denti a Proposizione 10, Proposizione 11 e Proposizione 12.



18 SILVANO DELLADIO

OSSERVAZIONE: Perfino una funzione “molto bella” puo risultare non integrabile in un insieme,
se quest’ultimo e “sufficientemente brutto”. Per esempio, la funzione

fR->R, x+—1
non ¢ integrabile in QN[0,1].
Vale il seguente teorema di integrabilita di una funzione continua.
Teorema 1. Sia A un sottoinsieme compatto di R™ e supponiamo che valga la sequente condizione

(che riassumeremo dicendo che “OA ha misura zero”): per ogni € > 0 esistono due pluriintervalli
aperti a destra Pr e Pg tali che

(22) PrCc AC Pg, mn(PE\P[) <e.

Allora ogni f : R™ — R che sia continua in A é anche Riemann integrabile in A.

DIMOSTRAZIONE (di Teorema 1): Osserviamo che f ¢ uniformemente continua in A. Allora,
fissato € > 0, esiste § = d(¢) > 0 tale che |f(x) — f(a’)| < e, ogni volta che z,2’ € A soddisfano
|z — 2’| < 4. Ora, presi P e Pg come in (22), possiamo supporre (suddividendo gli intervalli, se
necessario) che

(i) la famiglia di intervalli {D; };VZI costituenti Pr sia una sottofamiglia degli intervalli costitu-
enti Pg, che potremo quindi indicare con {D; };V:ﬁk,
(ii) il diametro di ogni D;, con j =1,..., N, non superi 6.

Poniamo

e osserviamo che
Y- € X_(fpa), Yy € X (fa).

Se indichiamo con Iy un qualsiasi intervallo fissato contenente A e scegliamo &;,m; € D; in modo
che

f(&) = max f, f(n;) = min f,

J J
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otteniamo

Ir—z*—(fQDA) - In_(fSOA) < IH(ZZLF) - In(w*)
N

j=N+1
N
= (f(n;) = F(&)) mn(D;) + Mmy,(Pp\Pr)
j=1
N
<e Z ) +eM
j=
< & (mn(lo) + M).
Dall’arbitrarieta di e segue che It (foa) = I, (fea). O

Argomenti intuitivi (agricoli!) a favore della validita delle segunti formule di “integrazione iterata”:

RSV Zf(x,y,zr)dxdy> dz, A= {(2,y) | (5,y,2) € A}

(23) Jr=[ ( /. f<x,y>dx> dy. Ay = {r] (o) € A}
/Af = /R2 </A(M) f(z,y,2) dz) dzdy, Ay =12 (2,9, 2) € A}.

OSSERVAZIONE: Il fatto che siano verificate le condizioni per ’esistenza del secondo membro nelle
formule precedenti, detto “integrale iterato”, non implica, in generale, I'integrabilita di f in A. Per
esempio, con riferimento a (23), consideriamo A C R? tale che

[0,1) sey€[0,1)NQ
Ay=<[1,2) seye(0,1)\Q
0 seyeR\[0,1)

e sia f la funzione identicamente uguale a 1 in R2. Vediamo allora subito che z +— f(z,y) &
Riemann integrabile in A, per ogni y e che si ha

/A flz,y)de = pp1)(y), yER.

In particolare, quindi, anche y — [ A, f(x,y)dx ¢ Riemann integrabile in R. Tuttavia la funzione f
non e integrabile in A poiché, come si vede facilmente, si ha

Iy (foa) =15 (pa) =0, IS (fea) =I5 (pa) = 2.

Lezione del 14/10/08 (2 ore)

Valgono i seguenti teoremi che dimostreremo in seguito.

Teorema 2. Sia A un sottoinsieme di R? e sia f € R(A). Si verificano i sequenti fatti:
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(1) Sex — f(x,y) é Riemann integrabile in Ay := {x | (x,y) € A}, per ogniy, allora la funzione
Y — fAy f(x,y)dx é Riemann integrabile in R e si ha

I </Af “”’Wx) ay= [ f

(2) Sey— f(z,y) é Riemann integrabile in A, = {y| (x,y) € A}, per ogni x, allora la funzione
x> [, f(z,y)dy ¢ Riemann integrabile in R e si ha

/R(/A fo.wdy)do= [ .

Teorema 3. Sia A un sottoinsieme di R? e sia f € R(A). Si verificano i sequenti fatti:

(1) Se (z,y) — f(z,y,2) é Riemann integrabile in A, = {(x,y)|(z,y,2) € A}, per ogni z,
allora la funzione z — fAz f(z,y, z)dxdy é Riemann integrabile in R e si ha

(] s optos)az= [ 1

(2) Se (z,2) — f(x,y,2) é Riemann integrabile in A, = {(z,2)|(x,y,2) € A}, per ogni y,
allora la funzione y — fAy f(z,y, z)dxdz é Riemann integrabile in R e si ha

/R (/Ay f(wvy,Z)dxdz> dy = /Af;

(3) Se (y,z) — f(x,y,z) é Riemann integrabile in Ay = {(y,2)|(x,y,2) € A}, per ogni z,
allora la funzione x +— [, f(x,y,2)dydz é Riemann integrabile in R e si ha

./R </Am f(z,y, z)dydz) do = /Af

Teorema 4. Sia A un sottoinsieme di R? e sia f € R(A). Si verificano i sequenti fatti:

(1) Sezw f(z,y,2) ¢ Riemann integrabile in A, = {z| (z,y,2) € A}, per ogni (x,y), allora
la funzione (x,y) — fA( : f(z,y,2)dz ¢ Riemann integrabile in R? e si ha
z,Y

holl

(2) Seywr f(z,y,2) & Riemann integrabile in A, .y == {y| (z,y,2) € A}, per ogni (z, z), allora
la funzione (x,z) — fA(m 5 f(z,y,2)dy ¢ Riemann integrabile in R? e si ha

/RQ </A<z 2 Jw Z)dy> dudz = /Af;

(3) Sew f(x,y,2) ¢ Riemann integrabile in A, ) = {z|(v,y, 2) € A}, per ogni (y, z), allora
la funzione (y,z) — fA< ) f(z,y,z)dx & Riemann integrabile in R? e si ha
Y,z

ol

f(a:,y,z>dz> drdy = /A f:

(z,y)

f(z,y, z)dx) dydz = /Af.

(y,2)
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Esempi.

Lezione del 17/10/08 (2 ore)

OSSERVAZIONE: Sia A una regione “elementare”, come per esempio: il rettangolo, il disco, il
prisma, il cilindro, il cono, la piramide, la sfera. Allora, com’ e facile verificare, A ha misura zero e
dunque A ¢ misurabile secondo Riemann (grazie a Teorema 1). Il calcolo esplicito di [, 1 in questi
casi elementari conduce a risultati coerenti a quelli noti fin dall’antichita. Questo fatto, insieme
con le proprieta generali di [, 1 (invarianza rispetto ad alcune classi di trasformazioni), costituisce
una buona motivazione per la seguente definizione.

Definizione 10. Un sottoinsieme A di R™ si dice misurabile secondo Riemann (in R™) se la sua
funzione caratteristica ¢ Riemann integrabile in R™, cioé se la funzione che vale identicamente
1 appartiene a R(A). In tal caso, si definisce la misura n-dimensionale di A (secondo Riemann,)
come il numero

my(A) == RngpA:/Al.

Notazione alternativa: L"(A), H"(A).

Esempio: la misura del “solido a punta”.

DIMOSTRAZIONE (di Teorema 2: Sara sufficiente provare (1), essendo la dimostrazione di (2)
identica a quella di (1).

Primo passo: A = R?. Fissato € > 0, possiamo trovare

Yo eX (f), vy eXi(f)

tali che
I(yy) — I(y-) <e.

Senza perdere in generalita possiamo supporre che esse siano combinazione lineare delle stesse
funzioni caratteristiche, cioe

N N
Yo =" Aep,, Yy = 1ep,
j=1

j=1
con
D; = A; x By, (A;, B; intervalli aperti a destra in R).

Osserviamo che , per ogni y fissato, le funzioni z — ¥_(x,y) e x — 14 (z,y) sono semplici. Si ha
pill precisamente

N N
O (hy) =D Nes,Wea;,  Ur(y) =Y e (y)ea,
j=1 j=1

Poiché inoltre

w*('vy) < f(vy) < w+('7y)
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per ogni y, segue da Proposizione 12 che

(¥ () < /R fz,y)de < LW ()

e cioe
N

N
D dyen, m(dy) < [ flaade <3 ion, (hm (4)
i=1 R

per ogni y. Se poniamo

N N
- /R fay)de, () =S Ami(A)es, (), Ui() = pmi(A)es, (v)
j=1 j=1

allora si ha
V_eX_(F), Uy e X (F).

Osservando che

N
=" N (A)my Z Ajmi(Dj) = L(¥-)
j=1
e N N
+) = wymi(Aj)ma(By) = Y pyma(Dy) = Io(¢+)
ot =

troviamo prima di tutto che
IF (F) = I} (F) < (W) = L(W_) = Io(uy) — Ia(y-) <

e cioe, essendo ¢ arbitrario, che F' ¢ Riemann integrabile in R. Inoltre

B(v-) S H(V-) < | F <D0 < B).

Poiché si ha anche

()< [ f<h(wy)
ot hr=
|- r

Cio conclude la dimostrazione di (1), nel caso A = R2.

si ottiene

e quindi, per I'arbitrarieta di

Secondo passo: A C R? qualsiasi. In tal caso, basta applicare il primo passo alla funzione fy 4 dopo
aver osservato che

(i) foa & Riemann integrabile in R?;
(ii) = — (fwa)(z,y) & Riemann integrabile in R. Infatti si ha

pa(z,y) =pa,(z)

e inoltre, per ogni y, la funzione f(-,y)¢4, ¢ Riemann integrabile in R per ipotesi.
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Se ne deduce che
v [ S@eade = [ S s, @da= [ [

¢ Riemann integrabile e si ha

/R </Ay f(x,y)dx> dyZ/R </Rf(x,y)gpA(;p,y)dx> dy

= RQfSOA

:/Af.

OSSERVAZIONE: L’argomento usato per la dimostrazione precedente si adatta in modo naturale
e semplice per provare Teorema 3 e Teorema 4.

0

Lezione del 21/10/08 (2 ore)

OSSERVAZIONE: Considerata una funzione f : Q — [0,+oc), con © C R?, definiamo il suo
“sottografico”:

Spi={(@.y.2) € R (,9) €2, 0< 2 < flay)}.
Vale la seguente

Proposizione 13. Sia Sy ¢ misurabile secondo Riemann. Allora f é integrabile in Q e si ha

/Qf =m3(Sy).

DIMOSTRAZIONE: Poiché
(85) _ 0, f(z,y)] se (x,y) €
P =0 se (z,y) ¢ Q

risulta banalmente che la funzione 2 +— 1 ¢ Riemann integrabile in (Sf)
Teorema 4 segue subito che

), per ogni (z,y). Dal

(z,y) ldz = f(z,y)pa(z,y)
(5F) (@,

¢ a sua volta Riemann integrabile in R? e si ha

(24) m3(Sy) = /Sf 1= /R2 (/(Sf) 1dz>dwdy = /Qf(sc,y) dzdy.

(z,y)

O

Un caso notevole in cui Sy risulta misurabile secondo Riemann (e vale quindi la formula (37)), si
verifica quando f & continua e {2 &€ un compatto con frontiera di misura zero. Piu precisamente:

e La continuita di f e la compattezza di 2, insieme, implicano che Sy ¢ compatto;



24 SILVANO DELLADIO

e Le stesse ipotesi su f,€) e 'ulteriore assunzione che 9€) abbia misura zero comportano
facilmente che 05y ha misura zero;
e La conclusione segue subito da Teorema 1.

. . . _ 2
Dimostrazione di [g e dx = 7'/2.

INDICAZIONE BIBLIOGRAFICA: [1] & un possibile testo di riferimento per la teoria dell’integra-
zione secondo Riemann, coerente con ’esposizione fattane a lezione e in queste note.

Lezione del 24/10/08 (2 ore)
Proposizione 14. Poniamo:

P(u,v) := {ru+ sv|r,s € [0,1]}, per u,v € R" (n=2,3)

P(u, v, w) := {ru+ sv +tw|r,s,t € [0,1]}, per u,v,w € R3.
allora si ha:
l|lu x v se u,v € R3

| det(ulv)| se u,v € R?

ma (P(u,v)) = {
ms (P(u,v,w)) = |(u X v) e w| = | det(u|v|w)|, se u,v,w € R3.

DIMOSTRAZIONE: La prima formula segue subito dalla definizione di prodotto vettoriale data
nel corso di Fisica.

La seconda formula si ottiene dalla prima, come segue. Se u = (u1,u2) e v = (v1, v2), poniamo
U= (ul,uQ,O), 17:(1)1,’02,0).
Allora, per la prima formula, si ha

ma (P(u,v)) = mg (P(@,0)) = ||(u1, uz,0) x (v1,v2,0)|| = | det(u|v)|.

Per provare la terza formula, osserviamo che la misura della proiezione di w nella direzione ortogo-
nale al piano generato da u e v ¢ data da

U X v

H:—‘w

. S —
[[u x|

Quindi, di nuovo ricordando la prima formula, troviamo
ms (P(u,v,w)) = Hmg (P(u,v)) = |w e (u x v)|.

La conclusione segue facilmente ricordando la formula per il calcolo del prodotto vettoriale at-
traverso il determinante formale. O

Esempi di parametrizzazione di una superficie (grafico di una funzione di due variabili, grafici di
rotazione, sfera, cono).
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OSSERVAZIONE: Ogni superficie liscia ammette parametrizzazioni non liscie. Inoltre esistono
superfici non liscie con parametrizzazioni liscie (esempio: ¢(s,t) := (53,52, 1), (s,t) € [-1,1]?).

Nella seguente proposizione si introduce una condizione di regolarita (omologa a quella delle curve)
e si dimostra come essa serva a prevenire situazioni come quella descritta nella precedente osser-
vazione.

Proposizione 15. Sia ¢ : A — R3, con A un aperto di R?, mappa di classe C' soddisfacente la
sequente condizione (detta di regolarita):

O dp
@(P) X E(P)#O

per ogni P € A. Allora ¢(A) ¢ localmente grafico di una funzione di classe C*.

(25)

DIMOSTRAZIONE: Sia (so,t9) € A. Per (25), deve essere verificata almeno una delle seguenti
equazioni:

(26) det (Vep1(s0, to)|Vepa(s0, o)) # 0
(27) det (V(pl(SO, to)‘V(pg(So, to)) 75 0
(28) det (V(pQ(So, t0)|V(,03(80, to)) #0.

Proveremo adesso che se ¢ verificata (26), allora, vicino a Py := ¢(sg, to), 'immagine p(A) ¢ grafico
di una funzione di classe C* nella variabile (z,y).

In tal caso infatti, per il teorema di invertibilita locale (che ¢ una facile conseguenza del teorema
delle funzioni implicite di Dini; vedasi [1, 2]), deve esistere un intorno U di (sg, tp), U C A, tale che

® = (p1,02)|U: U = V= ©(U)

¢ invertibile con inversa di classe C'. A questo punto ¢ facile verificare che ¢(U) & grafico di una
funzione di classe C! e precisamente di

w3001V S R.
Infatti, dire che (z,y, z) € ¢(U) equivale a dire che

(,y) = O(s,t),  z=3(s,1)
per un certo (s,t) € U, il che implica subito z = @3 0 ®~1(x,y).

Analogamente si puo provare che se ¢ verificata (27) (risp. (28)), allora, vicino a Py, l'immagine
¢(A) & grafico di una funzione di classe C! nella variabile (z, z) (risp. (y,2)). O

Lezione del 28/10/08 (2 ore)

OSSERVAZIONE: Sia [ un intorno di 0 in R e
vy:1— R?
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una curva derivabile in 0. Sia poi A un intorno di v(0) e

Y= (90179027()03) tA— R3

una mappa differenziabile in y(0). Allora, per j = 1,2, 3, la funzione ¢; oy & derivabile in 0 e si ha

(95 ©7)(0) = Vo (7(0)) @ ~/(0).

In altri termini, il campo ¢ oy ¢ derivabile in 0 e se dp(y, 1) indica il differenziale di ¢ in (s0,t0),

cioe la matrice 5
'
— t
2 (s0st0)

(0= /0= (o (0) 10, 440 701 F(r0)  710)
(29) 0 (7(0))
<wfwu> B0 % (+(0).

Proposizione 16. Sia A ¢ un aperto di R? e
¢:A—R?

Ip
dSO(SO,to) = (85 (807t0)

allora

una mappa tale che
(i) ¢ sia differenziabile in (sg,tp) € A;
(ii) la condizione di regolarita sia verificata in (so,to), i.e

ki aﬁ(so,to) # 0.

g(SOatO) X It

Allora:

(1) lo spazio vettoriale dp(s, 1) (R?) ha dimensione due e una sua base ¢ data da

Iy dp :
{85 (s0:t0); 5, (So,to)}7
(2) v € dpsy 1) (R?) se e soltanto se esiste
v:I— A

dove I C R é un intorno di 0, derivabile in O e tale che
(30) 7(0) = (s0.t0),  (p07)(0) =v.
DIMOSTRAZIONE: (1) Segue banalmente da (ii) e dalla definizione di dip, ¢,)-
(2) Sia v € d(p(507t0)(R2), cioe v = dp (s 10)(w) per un certo w € R2. Se poniamo (¢ > 0, sufficien-
temente piccolo)
'}’(P) = (807t0) + pw, P € (_67€>

e ci ricordiamo della formula (29), otteniamo subito che vale (30).

Anche il viceversa ¢ una conseguenza, stavolta immediata, di (29). t
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Proposizione 17. Siano A e B sottoinsiemi aperti di R? e

p:A—R’  ¢:B—R’
mappe iniettive di classe C', entrambe soddisfacenti la condizione di regolarita. Supponiamo inoltre
che

p(A) = ¥(B).
Allora, se (so,to) € A e (ug,v9) € B sono tali che
¢(s0,t0) = ¥ (uo, vo)

st ha

d@(so,to) (R2) = d¢(u0,vo)(R2)'

DIMOSTRAZIONE: Fissato arbitrariamente w € R?, per € > 0 sufficientemente piccolo, possiamo
definire

)\(P) = w—l © 50((807750) + pw)a pE (7576)'
Allora A\(0) = (up,vo) e inoltre, mediante un argomento simile a quello invocato in Proposizione 6,
si puo dimostrare che A & derivabile in 0.

Poiché
©((s0,t0) + pw) =¥ o Alp),  p€(—¢,¢)
si ottiene che
dep(sg,10) (W) = AW (40 00) (X' (0)).
Cosi l'inclusione

d(p(so,to) (RQ) C dw(uo,vo) (RQ)

segue dall’arbitrarieta di w € R?, mentre quella opposta si ricava scambiando i ruoli di ¢ e 1. O

La Proposizione 16 motiva la seguente definizione, che risulta ben posta per Proposizione 17.

Definizione 11. Sia A un sottoinsieme aperto di R? e ¢ : A — R? una mappa iniettiva di
classe C' soddisfacente la condizione di regolarita. Allora, per (so,ty) € A, lo spazio vettoriale
bidimensionale dp(s, 1,)(R?) ¢ denominato piano tangente a S := @(A) in Py := ¢(so,to) € viene
indicato con la notazione Tp,S. Ogni suo elemento viene detto vettore tangente a S in P.

Vogliamo definire I'integrale di una funzione su una superficie e, in particolare, una nozione di
misura delle superfici che estenda coerentemente ’area nota di superfici “elementari” come la
porzione poligonale di piano, il cono, il cilindro o la sfera. Volendo riprendere 'idea di considerare
le superfici poliedrali (triangolari), ci si deve ricordare dell’esempio di Schwarz (vedi lezione del
19/9/06). Esso ci indica che i triangoli debbono essere scelti di modo che, passando al limite, essi
tendano a disporsi “in posizione tangente”.

OSSERVAZIONE: Sia ¢ : A — R3, con A sottoinsieme aperto di R?, una mappa che supporremo
iniettiva, regolare e di classe C''. Preso (sg,%9) € A, siano poi T(¢) e T,(c), rispettivamente, il
triangolo interno ad A di vertici (sg, to), (so + €, t0), (S0, to + €) e quello inscritto in

S :=p(A) Cc R3
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di vertici ¢(sg,t0), ©((so + &,t0), ©((so0,to + €). Le ben note uguaglianze
. p(sot+e,to) —p(so to) Oy . p(s0,to +€) — p(s0,t0) _ Op
1 t | t
lim 5 = 3 o (s0,%0),  lim 5 =25 -, (s0,%0)-
ci mostrano che il triangolo T, (¢) tende (quando € — 0) a disporsi “in posizione tangente” a S in
©(s0,to). Inoltre si ha

o Iy S s o0 G o
Infatti
ma(Tp(e)) _ |llp(s0 +¢,t0) — @(s0,t0)] X [p(s0, to + &) — (50, to)][| /2
ma(T'(€)) e?/2
_ w(so + €,t0) — (S0, to) " w(s0,to +€) — ¢(so,to) ‘
€ £

per Proposizione 14. Il numero al secondo membro di (31) si candida dunque ad essere il “fattore
di trasformazione dell’area” indotto da ¢ in (sg,t).

Ci aspettiamo quindi che, data una funzione f : S — R e sotto opportune ulteriori ipotesi, il

numero
el

Gt

costituisca il candidato naturale per la deﬁnlzlone dell’mtegrale su S di f.

Esempio: 'area “presunta”’ della sfera coincide con quella nota elementarmente.

Lezione del 31/10/08 (2 ore)

Nella seguente definizione si precisa la natura del dominio di integrazione, per I'integrale di super-
ficie.

Definizione 12. Diremo che ¢ : C — R? ¢& una parametrizzazione regolare (di superficie) se

(i) C ¢ un sottoinsieme compatto di R?, chiusura di un aperto A la cui frontiera é una curva
regolare a tratti;
(ii) ¢ é continua;
(iii) o|A ¢ iniettiva, di classe C e la mappa

Ip dp

ou
e limitata e sempre diversa da zero;

(iv) se v : [a,b] — R? ¢ una parametrizzazione regolare a tratti tale che v([a,b]) = 0C, allora
0o~ :[a,b] — R3 ¢ una parametrizzazione regolare a tratti.

PPy xZ2p), PecA

Una superficie regolare ¢ un sottoinsieme S di R3 per cui esiste una parametrizzazione regolare
¢ :C — R3 tale che S = p(C).

Questa definizione si estende naturalmente al caso “regolare a tratti”, come segue.
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Definizione 13. Una parametrizzazione regolare a tratti (di superficie) é una mappa

0:C—R3

tale che p|(C\OC) ¢ iniettiva e gode della sequente ulteriore proprieta. Esistono C1, ... ,Cy insiemi
compatti tali che

6) C=uY,Cy
(ii) C; N Cj = 0C; ﬂ@C’j, sei £ j;

(ili) per ogni j =1,... ,N, la mappa ¢|C; & una parametrizzazione regolare.

Ogni sottoinsieme S di R® per cui esiste una parametrizzazione regolare a tratti o : C — R3> tale
che S = ¢(C) é detto superficie regolare a tratti.

Vale il seguente risultato sull’indipendenza dalla parametrizzazione, omologo di Proposizione 6 per
le curve.

Proposizione 18. Se ¢ : C — R?, ¢ : K — R? sono parametrizzazioni regolari a tratti tali che

o(C) = y(K)

e se ¢ data una qualsiasi funzione continua

£19(C) = v(K) R,

foree el =frov 55l

allora si ha

La seguente definizione € ben posta, in virtu di Proposizione 18.

Definizione 14. Siano S una superficie regolare a tratti e f : S — R una funzione continua.
Allora Uintegrale di f su S é il numero

[r=[fow |52 x5

dove ¢ : C — R? ¢ una qualsiasi parametrizzazione regolare a tratti tale che p(C) = S. In
particolare, si puo definire l’area di S':

1_ 390 aso

Notazione alternativa: [g f do, [g f dH?.

OSSERVAZIONE: La definizione precedente di misura di una superficie gode delle proprieta natu-
ralmente attese per questa nozione. Per esempio, per le superfici di cui sia nota elementarmente
Parea (una porzione poligonale di piano, un cilindro, un cono, una sfera, ...), allora tale area coincide
con la corrispondente misura ms. Inoltre, si prova molto facilmente che

ma(S +v) = ma(9)
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per ogni v € R? (invarianza rispetto alla traslazione) e
mg(/\S) = )\2m2(S)
per ogni numero reale non nullo A\ (invarianza rispetto alle omotetie).
OSSERVAZIONE: Sia C un sottoinsieme compatto di R?, chiusura di un aperto la cui frontiera &

una curva regolare a tratti. Sia poi f una funzione continua in C'. Allora non ¢ difficile verificare

che

(1) f ¢ integrabile in C' (infatti 9C ha misura zero e vale Teorema 1);

(2) linsieme C := {(z,y,0)| (z,y) € C} & una superficie regolare (con parametrizzazione scon-
tata: ¢(s,t) := (s,t,0), (s,t) € C);
(3) se si considera la funzione continua f : C'— R definita come segue

f(xv Y, Z) = f((l?, y)

allora si ha

- [iron %< 2] - L

Quest’ultima uguaglianza ci permette di interpretare l'integrale d’area come integrale di superficie.

Lezione del 4/11/08 (2 ore)

Definizione 15. Una superficie regolare orientatata é una coppia (S, N) tale che:

i) S é una superficie regolare;
14 g ’
ii) N: S — R3 e un campo ortogonale a S, unitario e continuo.
D g

Esempio di S liscia per la quale non esiste N tale che (S, N) ¢ una superficie regolare orientata: il
nastro di Moebius.

Definizione 16. Siano (S,N) e F : S — R3, rispettivamente, una superficie regolare orientatata
e un campo continuo di vettori. Allora lintegrale di F' su (S, N) ¢ definito come segue:

/ F::/FON.
(S,N) s

Notazione alternativa: [gF e do.

OSSERVAZIONE: Sia (S, N) una superficie regolare orientata e sia ¢ una parametrizzazione rego-
lare di S. Allora, in virtu di Proposizione 16(1), si ha

9y O ¢ &p‘
X N
ds ot ”‘ at|| " Y
dove o vale identicamente 1 (risp. —1) se i vettori collineari
0 0
Noog, ¥ ¥

s ot
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hanno verso coincidente (risp. opposto).
Ne segue che

890 Oy / (&O 3@)
F=|[(F (N - F
/(SN) / ° %) ° %) H ED “ A( °p)e s 8 ot

Osserviamo che nel caso particolare che S sia il grafico di una funzione f di classe C'! e considerata
la parametrizzazione “naturale”

90(57t) = (87t7 f(S,t)),

89@)((%_(_8]” _of 1)
ds ot ds’ ot )

si ha

OSSERVAZIONE: Sia C un sottoinsieme compatto di R?, chiusura di un aperto A la cui frontiera
¢ una curva regolare a tratti. Consideriamo una mappa ® : C — R? continua tale che ®|A sia
iniettiva e di classe C'. Supponiamo inoltre che la mappa

0P 0P
(P50,

sia limitata e sempre diversa da zero. Sia poi data una funzione continua f : ®(C) — R. Si puo
verificare che la mappa

Pr—>det< PeA

¢:C — R3, ©(P) := (®1(P), ®2(P),0)

una parametrizzazione regolare e si verifica banalmente che

Joe > 5ull = o (ol )l
v

ou
f(:v,y,Z) = f(xvy)v (l’,y) E(I)(C)

osserviamo che f o = fod. Ricordando (32), si ottiene di conseguenza

Juer? = L= LT ool = L ow oo (Gl

Posto

v ou
Questa uguaglianza, che riformuleremo e proveremo in seguito sotto ipotesi piti generali, € la cosid-
detta “formula per il cambiamento di variabile nell’integrale”.

Definizione 17. Sia A un sottoinsieme aperto di R" (n =2,3) e
®:A—-R"

una mappa di classe C'. Si chiama fattore di trasformazione della misura (associato a ®) la fun-
zione continua J® : A — R definita come segue:

det< %f) , sen =2
JO =
det( g‘f gi) , sen =3.

Fcco la versione della formula per il cambiamento di variabile negli integrali d’area e di volume, di
cui daremo una dimostrazione nel corso della prossima lezione.
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Teorema 5. Sia A un sottoinsieme aperto e misurabile di R™ (n =2,3) e sia
®: A R"

una mappa continua tale che:

(i) ®|A ¢ iniettiva e di classe C con derivate parziali uniformemente continue;
(ii) la funzione J® : A — R ¢é sempre diversa da zero.

Allora I'insieme ®(A) & misurabile e, se f : ®(A) — R ¢ una funzione continua, vale la sequente

uguaglianza
/ f= / (f o ®)J®
B(A) A
Esempi
Lezione del 7/11/08 (2 ore)
Esempi

Lezione del 11/11/08 (2 ore)

DIMOSTRAZIONE di Teorema 5 (Sketch): Esporremo ’argomento dimostrativo nell’ipotesi che
sia n = 2 (per n = 3 il ragionamento & identico) e f = 1 (I’estensione alle funzioni semplici e
in seguito al caso generale non & difficile). In quanto segue, un triangolo di vertici P,Q, R verra
denotato col simbolo [P;Q; R].

Fissato arbitrariamente £ > 0, consideriamo la rete a maglia quadrata di lato e (supponiamo che
'origine ne sia un nodo). Indichiamo poi con {(s;,t;)} tutti i nodi di questa rete per i quali accade
che entrambi i triangoli

Aji=[(s5.t5); (sj +&,t); (sj.t;+e)] e Bj:=[(sjt5);(sj —e,t); (s5,t; —e)]

sono inclusi in A.

Poniamo anche
= [®(sj,t;); (s +&,1;); D(sj,t5 + &), B = [®(s5,t5); D(s; — &,15); B(s5,t; — €)].-
Allora si ha

(33) ‘/ f (I))J(I)‘ ’m2 A))_/JCI)’§II+IQ+L1+L2
®(A) A

dove

I ’mQ ZTTLQ A(b Z m2

/J<I>+Z/ Jo - /J@’
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e
L= mQ(A;?)—/ JO|,  Ly:=) mz(B;.I’)—/ J(b’.
j A j B;
Per Proposizione 14 si ha
mQ(A‘i))_/ Jd — |det[q)(5j+8’tj)_(I)(Sjvt]éﬂq)(sjvtj_’_s) SJ’ / Jd

| 0P
o det [sas(sj,tj) +ole)

e%f(sj,tj) Jro(e)” /Aj Jo

d
0 — (85,5 ]+062 —/ JP
A;

[

e anzi non & difficile dimostrare che il valore assoluto dell’infinitesimo o(g2) /2, presente in quest ultima
espressione, si puod maggiorare con un infinitesimo o(¢) indipendente da j, sicché

0P

52
s det[as (3;,1)

= my(A;)J (s, t;) +ma(A

‘mQ(A;P)—/Aj J@‘ < ‘mg(Aj)Jcp(sj,tj)—/A J®‘+m2(Aj)U(5)

J

- /Avm(sj,tj)—ﬁ)‘+mz(Aj)0(€)

< /Aj T (s, 1) — JO| + ma(A;)o(e).

Pertanto
L < Z/ |J®(sj,t5) — J[+0(e) Y ma(Ay) Z/ |J®(sj,t;) — J®| + o(e)ma(A)
J

da cui, richiamando anche I'uniforme continuita di J&®, segue subito

lim L1 =0.
el0

Con lo stesso ragionamento si trova anche
lim L2 =0.
€l0

Dall’ipotesi di misurabilita di A (i.e. dall’integrabilita di ¢ 4) si deduce poi facilmente che “0A ha
misura zero”e quindi

li A A;UB;)) =0.
alf(()l m2( \ LJJ( J J))
Analogamente (una volta provato che ®(A) ¢ misurabile) si trova

1511101 mo ((D(A)\ LJJ(A;P U B}’)) = 0.

Queste ultime due uguaglianze implicano subito che
limll = 0, hmIQ = 0.
el0 elo

La conclusione segue finalmente da (33). O
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Enunceremo ora il Teorema di Gauss della divergenza (n = 2, 3), di cui daremo la dimostrazione in
una delle prossime lezioni.

Teorema 6 (Gauss). Sia C C R"™ (n = 2,3) compatto, chiusura di un insieme aperto A con
frontiera regolare a tratti. Indichiamo con N il campo normale a IC uscente da C' e sia F' : C — R™
continuo, di classe C' in A e con derivate parziali limitate. Allora vale l'uguaglianza

/ FON:/divF.
oC C

OSSERVAZIONE: Consideriamo il caso n = 2 e supponiamo che C e F' soddisfino alle ipotesi di
Teorema 6. Se

e con 7 indichiamo il campo unitario tangente che orienta positivamente 9C, cio¢ quello
ottenuto ruotando N (il campo normale a 9C uscente da C') di /2 in senso antiorario,
e con R indichiamo I'operatore di rotazione di 7/2 in senso orario in R?, i.e. R(a,b) = (b, —a),

allora il Teorema di Gauss implica che

Fer— RF.RT:/ (Fg,—Fl)oN:/ (8F2_8F1>dxdy.
ac ac ac c \ Ox dy

Vale pertanto il seguente risultato.

Teorema 7 (Green). Sia C C R? compatto, chiusura di un insieme aperto A con frontiera regolare
a tratti. Indichiamo con 7 il campo unitario tangente che orienta positivamente OC e sia F : C —
R" continuo, di classe C' in A e con derivate parziali limitate. Allora vale l'uguaglianza

oFy, 0F;
F = —= — —— | dzdy.
aC °T /0(31‘ 6y> i

Frontiera orientata 9S di una superficie regolare a tratti orientata S = (S, N) tale che 35S & regolare
a tratti.

Teorema 8 (Stokes). Sia S = (S, N) una superficie regolare orientata tale che &S ¢ regolare a
tratti. Allora, se F: A — R? ¢é un campo di classe C', con A sottoinsieme aperto di R® e S C A,

si ha
/7rot F=|_ F
S oS

Lezione del 18/11/08 (2 ore)

Due dimostrazioni della formula dell’area dell’ellisse:

(1) mediante la formula per il cambiamento di variabile negli integrali;
(2) mediante il teorema di Green.
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Esempi.

Prima di dimostrare il Teorema 6 di Gauss, diamo la seguente definizione.

Definizione 18. Un insieme compatto C C R3 si dice semplice se esso ¢ la chiusura di un aperto
A e se nelle direzioni degli assi coordinati é compreso fra grafici di funzioni lisce a tratti, cioé

C = {(:U,y,z) la(z,y) < z < b(z,y), (x,y)¢c @}
d(z,2), (2,2)¢€ m}
= {@y.2)lely,2) S < fy.2), (,2) € AW

dove A®) | AW AR sono le proiezioni ortogonali di A, rispettivamente nei piani coordinati x = 0,
y =0, 2z=0 e inoltre:

e le funzioni a,b sono continue in A®) e di classe C* a tratti in A®);
e le funzioni c,d sono continue in AW) e di classe C' a tratti in A
e le funzioni e, f sono continue in A® e di classe C* a tratti in AW,

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI GAUSS (per n = 3): Ci limiteremo a dimostrare il

teorema per insiemi C' che sono unione finita di insiemi semplici.

Passo 1: C semplice.

Dimostreremo che si hanno le seguenti uguaglianze

aF OF aF
(34) ok / RN, 92 _ [ B, Of3 / PN
c 0y aC

dalle quali, sommando, si ottiene subito la formula di Gauss. Cominciamo col provare la terza
uguaglianza. Si ha

(35) i % - /R 2 ( /C - %?m) dvdy — /A ) ( /‘(’t)ﬂ %f;i‘vdz> dwdy
= /.. Fa@.w.b@.w) = By(a.y.ale,y) dedy
per Teorema 4. Indichiamo con G, e Gy rispettivamente i grafici di a e di b e poniamo
S :=0C\(Gq U Gy).
Per (z,y) € A®) definiamo inoltre

oz, y) = (x,y,a(z,y),  Y(@,y) = (v,9,b(z,y))
e osserviamo che

dy &p

Mis=0, (o) |5 (N3 0 49)

lo: 5l -
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Otteniamo quindi

/ F3N3 = / F3N3+/ F35N;
oC Gq

dp Oy

B |2 2] s [ enon |2 2]

= Fgow—Fgogp
A(2)

da cui, tenuto conto di (35), segue la terza uguaglianza di (34). Lo stesso ragionamento permette
di dimostrare le prime due uguaglianze di (34). Come abbiamo gia spiegato sopra, a questo punto
si conclude sommando le tre uguaglianze di (34).

Passo 2: C' = U;-Llej, dove i C} sono semplici e si intersecano al piu in regioni di frontiera, e cioe
CjﬂC’kzaCjﬁaC’k (]%k‘)
Per illustrare il regionamento, sara sufficiente capire il caso h = 2. Supponiamo pertanto che
C = C71UC(Csy, con C7,Cs insiemi semplici tali che
CiNCy=0C,NACs,.
Se indichiamo con N’ e N” rispettivamente i campi normali a dCy e 9Cs, uscenti da C7 e Co, e
poniamo
I1:=0C1NoCsy, 0*Cy = 301\[, 0"Cq := 302\1

allora si vede subito che

e N"|I =—N'|I, cioe N'+ N"=01in I,
e *C1NO*Co=0e d*CLUDCy = oC,
° N|8*01 N’|8*01 € N|8*C2 .7V//|6>‘<

Otteniamo cosi, tenendo conto anche di quanto dimostrato nel primo passo, che vale

/divF = / div F' + div F' = FeN + FeN"
C Cq Cs oCh 0Cs

= FeN + FoN”—I—/FoN’—l—/FoN”
0*C1 0*Cy I I

= FeN+ FON—i—/Fo(N’—i—N”)
*Ch 0*Co I

= FeN.
oC

O
La dimostrazione del Teorema di Gauss per n = 2 (identica a quella per n = 3) ¢ lasciata come
esercizio.
Lezione del 21/11/08 (2 ore)

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI STOKES: Ci limiteremo a dimostrare il risultato nel caso
che:
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(i) S sia il grafico di una funzione f|C, dove f € C'(R?) e C soddisfa le ipotesi di Teorema 7
(Green);

(ii) il campo normale a S scelto sia quello per cui risulta N3 > 0.

L’estensione al caso in cui C' ¢ unione finita e disgiunta (a meno di regioni di frontiera) di insiemi
siffatti si ottiene con un argomento analogo a quello utilizzato nel secondo passo della dimostrazione
del Teorema della divergenza.

Proviamo dapprima che la formula vale per il campo (F71,0,0) e cioe che

(36) /grot(Fl,O, 0) = /a?(Fl, 0,0).

Sia dunque v : [a,b] — R? una parametrizzazione regolare a tratti di C (coerente con la sua
orientazione positiva) e poniamo

L(t) = (), %2(t), F(v(1)) = (v(&); F(v (1)), ¢ € [a, b].
Si ha allora
b b
|00 = [(F0000) e = [RGE: 60O ¢
oS a a
Applicando il Teorema 7 (Green) al campo G := (G1,G3) : C — R?, dove

{G1($,y) = Fl(xa Y, f(xa y))
Ga(z,y):=0

otteniamo

(37) /85(F1,0,0):/ab(G0fy)ofy’:/80 / (3G2_8G1> _ aac;

D’altra parte, parametrizzando S con

p:C =R (2,y)— (z,y, f(z,9))

on |32« 2] 022 (21,00

e osservando che

si ottiene anche
oF oF
/rot (F1,0,0) / 71]\72 ~ 1N
S

Oy
=/C[(8£ o) o)~ (Gow) o] |3 < 3|
- [ S y,f<z,y>>3§ ; %Zl@,y,f(x,y))dxdy
__ [ 9&
c Oy’

L’uguaglianza (36) segue ora immediatamente da (37). In maniera analoga si provano anche le
uguaglianze

/Jot(o,FQ,O) :/7(0,1?2,0), ﬁrot(o,o,Fg) :/7(0,0,&).
S oS S oS

Sommando queste e la (36), si ottiene finalmente la conclusione. t
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Definizione 19. Sia A sottoinsieme aperto di R"™ e consideriamo un campo continuo F : A — R™.
Allora ogni funzione ¢ € C1(A) tale che Vo = F ¢ detta potenziale di F.

OSSERVAZIONE: Capita sovente che il campo F non abbia nemmeno un potenziale. Infatti ’e-
sistenza di un potenziale “restringe alquanto la liberta di scelta del campo”, affermazione resa
precisa dalla sottostante Proposizione 20. Tale proposizione consente, in particolare, di produrre
immediatamente esempi di campo senza potenziale, e.g. il campo F(z,y) := (0, ) (cfr Lezione del
2/10/07).

OSSERVAZIONE: Da un potenziale di F' se ne possono ottenere infiniti altri. Infatti, indicato con
¢ il potenziale dato e con A; (j = 1,...) le componenti connesse di A, allora ogni funzione cosi
definita

(38) P(z) = p(z) + ¢, sex € Aj

(¢; € R) € un potenziale di F. Anzi, ¢ facile convincersi anche del viceversa e cioe che ogni
potenziale di F' ¢ della forma (38). Una dimostrazione rigorosa di quest’ultima affermazione segue
subito dal seguente risultato (intuitivamente scontato).

Proposizione 19. Se Q) ¢ un sottoinsieme aperto e connesso di R" e se f € una funzione differen-
ziabile in  con Vf =0, allora f & costante.

DIMOSTRAZIONE: Fissiamo Py € ) e definiamo

O = {PeQ|f(P)=f(FP)} (#£ 0, in quanto Py € )
Qy = {PeQ|f(P)# f(P)} =N
La conclusione seguira una volta dimostrato che
(39) Q1 e Q9 sono entrambi aperti.
Infatti da questo e dal fatto che & connesso si deduce subito che Q5 = (). Cio significa che

f(P) = f(P), per ogni P € .

Dimostriamo dunque (39). La continuita di f implica subito che Q9 & aperto. Per provare che
anche 21 lo &, consideriamo P € 21 e una palla B centrata in P tale che B C €. Allora, per ogni
Q € B, si ha

FQ)— f(Ry) = F(@Q) - f(P)
1
_ /0 %f(Pth(Q—P))dt
= [ VP Q-P) e (@ P
= 0.

Quindi B C €. La conclusione segue dall’arbitrarieta di P € ). O

OSSERVAZIONE: D’ora in poi ci occuperemo di campi F' : A — R"™ (A aperto in R") di classe
C'. Ogni potenziale di F sara dunque di classe C2.
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Definizione 20. Diremo che F soddisfa la condizione delle derivate incrociate (CDI) se vale [’u-
guaglianza

0F, _ OF

a—;za—; (nel caso che sian = 2)
oppure

rot =0 (nel caso che sia n = 3).

Vale il seguente risultato che dimostreremo nel corso della prossima lezione.

Proposizione 20. Se esiste un potenziale ¢ di F' , allora

(i) Il campo F soddisfa la CDI;
(ii) Se C' é una curva regolare a tratti orientata, C C A, con punto iniziale P e punto finale Q,
allora st ha

LF =@ —e(p).
C

Lezione del 25/11/08 (2 ore)

DIMOSTRAZIONE di Prop.20: (i) E una facile conseguenza del teorema di Schwartz. Infatti,
limitandosi a considerare il caso n = 2, si ha

OF1 99y 0 0p OF,

oy — Oydxr Oxdy  Ox

Lo stesso argomento funziona anche nel caso n = 3 (lasciato per esercizio).
(ii) Segue subito dalla formula (16), dimostrata nella Lezione del 30/9/08. O

OSSERVAZIONE: Il fatto che F' soddisfi la CDI non & sufficiente, in generale, a garantire ’esistenza
di un potenziale. Lo capiremo subito attraverso un esempio che riusciremo presto ad interpretare
come “rivelatore particolare” di un fenomeno generale. Sia F' il campo cosi definito

R(z,y) —y x
A:=RN\(0,0), F(z,y) = o :( , )
\(0,0) (z,y) (2, )2 22 4 42" 32 4 o2
che soddisfa CDI, come si verifica facendo il conto. Mostreremo ora come supporre ’esistenza di
un potenziale di F' conduca ad una contraddizione. Infatti, se consideriamo la curva regolare a
tratti C' = (C, 1) dove C ¢ il cerchio unitario centrato nell’origine e 7 ¢ il campo unitario tangente

compatibile con 'orientazione “antioraria’, i.e.

T(x,y) = R(z,y), (z,y) € C,

troviamo subito

e [IREDE [
(40) /6F_/CF = e _/01_2.

D’altra parte, se esistesse un potenziale ¢ di F', si avrebbe anche

/7F:0
C
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per (ii) in Proposizione 20. Da questa contraddizione segue che F' non ha potenziale.

Prima di dare la definizione di “campo conservativo”, osserviamo che vale il seguente risultato.

Proposizione 21. Queste due affermazioni sono fra loro equivalenti:

LF:O
C

per ogni curva regolare a tratti orientata C, con C chiusa e contenuta in A;
(ii) Per ogni coppia ordinata (P, Q) di punti appartenenti ad una medesima componente con-
nessa di A e per ogni curva regolare a tratti orientata C che congiunge P (punto iniziale)
a @, con C C A, lintegrale
LF
C

(i) Vale

dipende solo da (P, Q).

DIMOSTRAZIONE: Dimostriamo che (i) implica (ii). Presi P, @ in una medesima componente
connessa di A, siano C7 e Cy due curve regolari a tratti orientate che congiungono P (punto
iniziale) a @, con C1,Cy C A. Applicando (i) a C := C1 U (—C?2), otteniamo

O:/i 7F:/7F— | F
ClU(—C2) Cq Co

e cioe quanto volevamo provare.

Dimostriamo che (ii) implica (i). Consideriamo una curva regolare a tratti orientata e chiusa C,
con C C A. Preso Py € C, indichiamo con (] la curva banale costituita dal solo Py e applichiamo

(ii) con P = Q = Py. Otteniamo
ﬁFz;ﬁF:&
C Cy

Definizione 21. Il campo F si dice conservativo (in A) se

/FzO
c

per ogni curva regolare a tratti orientata C, con C chiusa e contenuta in A (oppure, equivalente-
mente, se vale la “condizione di indipendenza dal percorso (CIP)” (ii) in Proposizione 21).

Ora, come corollario di (ii) in Proposizione 20, otteniamo immediatamente la seguente proposizione.

Proposizione 22. Se F' ha un potenziale, allora F & conservativo.

La seguente proposizione ci servira per provare che vale anche il viceversa.

Proposizione 23. Sia A un sottoinsieme aperto connesso di R™. Allora considerata una qualsiasi
coppia di punti in A esiste una curva regolare a tratti, tutta contenuta in A, che li congiunge (il
che si esprime dicendo che A é connesso per archi regolari a tratti).
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DIMOSTRAZIONE: Bastera verificare che per ogni P € A l'insieme I'p dei punti @ per i quali
esiste una curva regolare a tratti, tutta contenuta in A e congiungente P a (), coincide con I'insieme
A. Poiché A & connesso e I'p & non vuoto (esso contiene P!), sara sufficiente dimostrare che gli
insiemi I'p e A\I'p sono entrambi aperti, per concludere che allora si ha proprio I'p = A.

A questo scopo, consideriamo una palla B C A e osserviamo che in B esiste un punto congiungibile
a P mediante una curva regolare a tratti, tutta contenuta in A, se e solo se ogni punto di B &
congiungibile a P mediante una curva regolare a tratti, tutta contenuta in A. Quindi si possono
verificare soltanto le seguenti due situazioni:

Ogni punto di B é congiungibile a P mediante una curva regolare a tratti in A, ossia
BcCTlp;

oppure

nessun punto di B é congiungibile a P mediante una curva regolare a tratti in A,
ossia B C A\I'p.

Ricordando che per ogni P € A esiste una palla Bp centrata in P e inclusa in A, tale osservazione
implica subito che:

e Bp CI'p per ogni P € I'p, cioe I'p ¢ aperto;
e Bp C A\I'p per ogni P € A\I'p, cioe A\I'p & aperto.

Possiamo finalmente provare il risultato opposto a quello stabilito in Proposizione 22.

Proposizione 24. Se I’ ¢é conservativo, allora F' ha un potenziale. Piu precisamente siano A
(j =1,...) le componenti connesse di A, si consideri P; € Aj e si ponga

©(P) ::/EF (se P € Aj)

dove C ¢ una qualsiasi curva regolare a tratti orientata, con C' C Aj, congiungente Pj (punto
iniziale) a P. Allora ¢ é un potenziale di F' (quello che si annulla nei Pj).

Nota bene: una siffatta curvgé esiste, quale che sia P, grazie a Proposizione 23. Inoltre l’integrale
non dipende dalla scelta di C', per Proposizione 21. La funzione ¢ risulta pertanto ben definita.

Lezione del 28/11/08 (2 ore)

DIMOSTRAZIONE di Prop.24: Senza compromettere la generalita dell’argomento dimostrativo,
possiamo supporre n = 2. Dimostreremo che dp/0x = F; (allo stesso modo si prova che dp/dy =
F).
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Si consideri dunque P € A; e sia C' una curva come sopra. Poiché A; & aperto, si pud trovare r
tale che il disco D, di raggio r e centrato in P sia contenuto in A;. Se per |¢| < r indichiamo con
Y. il segmento orientato congiungente P a P + ¢(1,0), parametrizzato da

v:10,1] — R2, t— P+te(1,0),

(osserviamo che ¥, C D, C Aj;) si trova

ﬂP+de—¢@)::1(/ F—/F>=1 F
e e \Jeus. c € /%

1

= g/ol(Fo'y).fy’:/OlFl(P—i—ta(l,O))dt

:fum+AuuP+m@my4umﬁ

Dalla continuita di F} in P segue che esiste %f(P) e che si ha

9

So(P) = Fi(P).

O
La seguente definizione ci servira per formulare ipotesi sotto le quali la prima implicazione di
Proposizione 20 si puo invertire.
Definizione 22. L’insieme A si dice stellato rispetto a Py (Py € A) se il segmento
BPyP = {P() + t(P - P@) ‘t S [0, 1]}

é contenuto in A per ogni P € A.

OSSERVAZIONE: Valgono i seguenti fatti.

e Se A ¢ stellato (rispetto a Py € A) allora A & connesso; in generale il viceversa ¢ falso. Per
esempio gli insiemi

R*\{(0,0)},  R*\{(0,0,0)}

sono connessi e non stellati;

e Se A ¢ convesso, allora A ¢ stellato rispetto ad ogni suo punto (e viceversa);

e Si prova, e si intuisce facilmente, che se A ¢ stellato (rispetto a Py € A) allora A ¢ semplice-
mente connesso; in generale non ¢ vero il viceversa. E.g. 'insieme connesso e non stellato
R3\{(0,0,0)} & semplicemente connesso.

Esempi di insiemi stellati, non stellati, semplicemente connessi.

Proposizione 25. Se F' soddisfa la CDI e se ogni componente connessa A; di A é un insieme

stellato rispetto a P; € Aj, allora F' ha potenziale. In particolare, il potenziale che si annulla nes
P; ¢ dato da

mpy:[ip (se P A)

dove l'orientazione del segmento ¢ scelta di modo che Pj sia il punto iniziale.
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DIMOSTRAZIONE: Come nella dimostrazione di Proposizione 24, possiamo ridurci a supporre che
n = 2 e a provare che 0p/0z = F}.

Considerato P € A;, come prima possiamo determinare r per cui il disco D, di raggio r e centro
P risulta incluso in A;.

Osserviamo che se |e| < r allora il triangolo chiuso T' di vertici
pP;, P, @Q:=P+¢(1,0)
e contenuto in A;, in quanto A; ¢ stellato rispetto a P;. Dal Teorema 7 di Green (useremmo invece
il Teorema 8 di Stokes se stess1mo supponendo n = 3) otteniamo allora che
oF, O0F;

/F+/ F+/ F= e Tt
P;Q S P;P aT

dove .. e definito esattamente come nella dimostrazione di Proposmlone 24. Segue subito che

gp(p+g<1,€o>> —(P) _ 1( [ r- PJ_PF) _ 1/ F

Si procede ora come nella dimostrazione di Proposizione 24. ]

OSSERVAZIONE: La Proposizione 25 puo essere estesa al caso in cui le componenti connesse di A
sono semplicemente connesse.

Esempi.

Richiami su numeri complessi, funzioni complesse, limiti di funzioni complesse. Notazioni canoniche:
z = (x,y) = z+1iy (per i punti), f = (u,v) = u+iv (per le funzioni). Esempi di funzioni complesse,
la funzione esponenziale. D’ora in poi 2 denotera un sottoinsieme aperto di C ed f una funzione
a valori complessi definita e continua in €.

Lezione del 2/12/08 (2 ore)

Definizione 23. La funzione f si dice derivabile (o anche olomorfa) in zo € Q se esiste il limite
i 1 ?) = f(z0)
2—20 zZ—20

indicato in tal caso con f'(zp). Se f é derivabile in tutti i punti di 2, si dice che f & derivabile
(oppure olomorfa) in €.

Come per le funzioni reali, vale questo risultato.

Proposizione 26. Se f é derivabile in zg € ), allora f & continua in zg.

DIMOSTRAZIONE: Analogamente al caso di una funzione reale, la tesi segue subito osservando

che
f(z) = f(=0)

zZ — 20

f(z) = f(z0) + (2 = 20)
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per ogni z € Q\{zp}. O
Nel seguente risultato e nel seguito R indica, come in passato, 'operatore di rotazione di 7/2 (in
senso antiorario) nel piano, ossia

R: R2 - R2) (:E?y) = R(:E?y) = (73/7‘%)

Teorema 9. Data f = (u,v) : Q@ — C e zp = (x0,y0) € Q, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) La funzione f ¢é derivabile in zy;
(ii) Le funzioni u, v sono differenziabili in zy e vale

Vu(z0) = RVu(zp)
detta condizione di Cauchy-Riemann (CCR) in z.

Inoltre, se f e derivabile in zg, si ha

f'(20) = uz(20) + ivz(20)
(da questa e dalla CCR si ottengono poi, ovviamente, altre uguaglianze equivalenti, e.g. f'(zo) =
vy(20) — tuy(20))-

DIMOSTRAZIONE: Osserviamo prima di tutto che f & derivabile in zy se e solo se esistono
w=a+1ibe C, o(z) = (01(2),02(2))

con o(z) = o(|z — 29|), 0 equivalentemente

o1(2) = o(|z — 20[),  02(2) = o(]z — 20]),
tali che

f(z) = f(20) + w(z — 20) + o (2).

Osserviamo che quest’ultima uguaglianza equivale al seguente sistema
) {u<z> = u(z0) + alx — 70) ~ bly — o) + 01 (2)

v(z) = v(20) + b(z — 20) + aly — yo) + o2(2).

Segue pertanto che

e Se f & derivabile in zp, allora vale (41) con a + ib = f’(zp). Questo implica che u e v sono
differenziabili (e quindi derivabili parzialmente) in zg e che si ha

Vu(zo) = (a,—b), Vu(z) = (b, a)

da cui segue subito la CCR.
e Viceversa, se u e v sono differenziabili in zy e se inoltre vale la CCR, allora il sistema (41)
e soddisfatto con

a := ug(20), b := vy(20)
01(2) := u(z) = u(z0) — Vu(z0) - (z — 20) = u(2) — u(z0) — a(x — o) + b(y — yo)

= o(|z = 20)
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0a(2) = v(2) — v(20) — Vo(z0) - (2 — 20) = v(2) — v(z0) — bl — o) — aly — yo)
— of|z - z])-

Di conseguenza f & derivabile in 2z e si ha f'(20) = w = a + ib = uy(20) + v (20)-

0

Dal Teorema del differenziale totale (dimostrato nel corso di Analisi I1T) segue immediatamente il
seguente corollario.

Proposizione 27. Siano u e v derivabili parzialmente in un intorno di zg € 2. Supponiamo inoltre
che i gradienti Vu e Vv siano continui in zg e che sia verificata la CCR in zy. Allora f & derivabile
m zg e st ha

f(20) = uz(20) + vz (20).

In particolare:

Proposizione 28. Seu,v € C1(Q) e la CCR ¢ soddisfatta in tutti i punti di 2, allora f ¢ derivabile
in e siha

= uy +iv,.

Esempio: La funzione exp : z + e? & derivabile in C e si ha exp’ = exp.

Teorema 10. Le sequenti affermazions, relative a f = u + v : Q — C, sono equivalenti:

(i) la funzione f é derivabile in Q;

(ii) la funzione f ¢é derivabile infinite volte in Q;

(iii) si ha u,v € C*°(R) e, in ogni punto di 2, vale la CCR;
(iv) si ha u,v € CY1(Q) e, in ogni punto di Q, vale la CCR.

DIMOSTRAZIONE: Che (i) implichi (ii) segue subito dalla formula di rappresentazione di Cauchy,
di cui tratteremo in seguito (Teorema 13).

Assumiamo (ii) e dimostriamo (iii). A questo scopo, osserviamo che se fissiamo arbitrariamente un
intero n > 1, allora esistono le derivate parziali

M dv

- - - ] = 1 DY .

8[]:»7 ) ax] <¢7 ) 7n)
Inoltre queste sono differenziabili in €2, valgono le CCR

o7ty 1y .
e si ha
- u v
===, ;7" s

per Teorema 9. Tutto questo implica facilmente che u,v € C™(Q2). Per esempio:
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e Se n = 1 le funzioni u, e v, sono continue, per (43) e Proposizione 26. A questo punto
anche le derivate u, e vy, sono continue, per (42). Quindi u,v € Cl(Q).

e Analogamente, se n = 2 le derivate u,, e vy, sono continue (per (43) e Proposizione 26).
La continuita di tutte le altre derivate parziali seconde segue subito dal set (42) di CCR.

Infine (iii) implica (iv) banalmente, mentre (iv) implica (i) per il Teorema 9. O
Definizione 24. Una funzione u : Q0 — R si dice armonica (in ) se u € C*(Q) e Au=0.

Proposizione 29. Se f = u+iv é derivabile in €, allora u e v sono armoniche in Q.

DIMOSTRAZIONE: Le funzioni u e v sono di classe C? e vale la CCR

Vv = RVu, i.e. {U‘T - W
Uy = Uy
per Teorema 10. Ricordando anche il Teorema di Schwartz, si ottiene allora
Ugy = (Uz)z = (Vy)x = (Va)y = (—uy)y = —uy,y

da cui Au = 0. Analogamente si prova che Av = 0. g

Lezione del 5/12/08 (2 ore)

Proposizione 30. Sia data una funzione armonica u : Q@ — R e supponiamo che le componenti
connesse di ) siano insiems stellati (oppure, pit debolmente, semplicemente connessi). Allora esiste
una funzione armonica v : @ — R (detta armonica coniugata di u) tale che u+ iv & derivabile in
Q. Essa é un potenziale del campo RV u.

DIMOSTRAZIONE: la prova ¢ (piu che) suggerita nell’enunciato stesso. Infatti, per il Teorema
9, se v esiste deve soddisfare la CCR, i.e Vv = RVu. Ma una tale v esiste di sicuro, grazie alla
Proposizione 25 e osservando che il campo RVu, essendo u armonica, soddisfa la CDI. g

Come facile conseguenza di Proposizione 30 e di Teorema 10, si ha il seguente risultato.

Corollario 11. Se u é armonica in 2, allora u € C*(Q).

DIMOSTRAZIONE: Sia D un disco qualsiasi incluso in €2. Allora, per Proposizione 30, esiste v
armonica in D tale che u + iv € derivabile in D. Il Teorema 10 implica allora che u ¢ di classe C'*°
in D. La conclusione segue, ovviamente, dall’arbitrarieta di D. ]

Prima di enunciare e dimostrare il prossimo risultato, definiamo l'integrale di una funzione comp-
lessa.

Definizione 25. Sia f continua in Q e sia C una curva regolare a tratti orientata, con C C Q.
Definiamo allora

/af(z)dz = /6(% —v) e ds +’i/6(v, u) e ds
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Coerenza con le “regole formali” della notazione di Leibniz.

Il seguente facile risultato e spesso utile nel calcolo esplicito di integrali.

Proposizione 31. Nelle ipotesi di Definizione 25, sia vy : [a,b] — Q una parametrizzazione regolare
a tratti di C'. Allora si ha

b
L@z = [ rawprod
c a

dove il prodotto nell’integrando del secondo membro e quello complesso e dove si sottintende la
sequente definizione di integrale di o+ if3 : [a,b] — C (con o e B continue)

/ab(oz(t) +i())dt = /aba(t)dt +i /abﬂ(t)dt.

DIMOSTRAZIONE: Infatti si ha
/ab fy@)y t)dt = /ab (u(y(t)) +iv(y (1)) (Vi (t) +iva(t)) dt
= /: (u(y@)7 () = v(y()7a(1) + i (v(v(E) 11 (t) + u(y(1)73(t)) dt

b b

(w(y(#)n(t) = v(y(t)ya(t)) dt +i/a ()7 () 4+ w(y(t))y(t)) dt
(u(y(t)), —v(

b

/.
= / V(t)))°’7'(t)dt+i/a (W(v (1), u(v(£))) ® ¥ (t)dt
= /5(“’ *U)°d5+i/5(v,u)od5_

S

Proveremo ora un risultato che corrisponde, nel contesto dei campi, a Proposizione 20.

Proposizione 32. Se esiste una primitiva F di f (in Q2), allora

(i) La funzione f & derivabile in Q (i.e. u,v € CY(Q) e vale la CCR, per Teorema 10);
(ii) Se C' é una curva regolare a tratti orientata, C C Q, con punto iniziale P e punto finale @,
allora st ha

L@z = F@ - FP).

DIMOSTRAZIONE: (i) Poiché F ¢ derivabile, il Teorema 10 implica che anche F' = f & derivabile.

(ii) Sia F'=U +1iV. Allora U,V € C*(Q), vale la CCR

VV = RVU, i.e. Vo = —Uy
Vy=Us



48 SILVANO DELLADIO

per Teorema 9 e Teorema 10. Segue subito che U ¢ un potenziale del campo (u,—v) e che V' & un
potenziale del campo (v,u). Dalla (ii) di Proposizione 20, otteniamo allora

/Gf(z)dz = /G(U,—v)ods—i—z/a(v,u)ods
= U@Q) -UP)+i1(V(Q) - V(P))
= F(Q) - F(P).
(Il

OSSERVAZIONE: (Confrontare con 'osservazione che segue la Proposizione 20). La derivabilita
di f non implica, in generale, che esista una primitiva di f. Per esempio, la funzione

f(z):= e z € Q:=C\{0}
¢ derivabile in € ma, come stiamo per verificare, non ¢ dotata di primitive in €. Infatti , se C
indica il circolo parametrizzato da
v(t) := (cost,sint) = e, t € [0, 2]
si ha
1 2 q X
(44) [ —dz = / —ie' dt = 27i.
c z 0 ezt
D’altra parte se f avesse una primitiva F', dovremmo avere anche
1
L= F(y(2m)) = F(7(0)) =0
per (ii) di Proposizione 32. Si rimuove I'assurdo ammettendo che f non ha primitiva.

Osserviamo che
/7(0, u) =21 #0
C

per (44). In altri termini, il campo (v, ) non ¢ conservativo pur soddisfacendo CDI (come discende
subito da CCR che vale in quanto f ¢ derivabile). In effetti tale campo coincide proprio con quello
indicato nell’ osservazione menzionata sopra, fatta nell’ambito della teoria del potenziale. Infatti
si ha

1 T — 1y
)= = ——-
1) z x4+ y?
e cioe
z -y
u(z,y) = ——— v(x,y) = ——=.
( y) x2—|—y2’ ( y) $2+y2

Definizione 26. Si dice che una funzione continua f : Q0 — C soddisfa la condizione di indipenden-
za dal percorso (CIP) se per ogni coppia ordinata (P,Q) di punti appartenenti ad una medesima

componente connessa di ) e per ogni curva regolare a tratti orientata C che congiunge P (punto
iniziale) a Q, con C' C Q, Uintegrale
/7f(z)dz
C

dipende solo da (P, Q).

Per provare i due sottostanti risultati sull’esistenza della primitiva, ci servira il seguente lemma.
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Proposizione 33. Se U ¢ un potenziale del campo (u,—v) e se V' é un potenziale di (v,u), allora
F :=U +1V ¢ derivabile e si ha F' = f.

DIMOSTRAZIONE: La derivabilita di F' seguira subito dal Teorema 9, una volta dimostrato che
F soddisfa la CCR. In effetti, si ha che U,V € C*(Q) e vale
RVU = R(u,—v) = (v,u) = VV.
Infine, sempre per Teorema 9, si trova
F=U,+iVy=u+iv=f.
O
Proposizione 34. Supponiamo che f :  — C sia continua e soddisfi CIP. Allora f ha una

primitiva. Piu precisamente: (u, —v) ha un potenziale U, (v,u) ha un potenziale Ve U +iV & una
primitiva di f.

DIMOSTRAZIONE: Poiché vale CIP e, per definizione, si ha
/7f(z)dz = /7(u, —v) o ds +i/7(v,u) o ds,
C C C

segue subito che i campi (u,—v) e (v,u) sono conservativi in £ (Proposizione 21) e quindi hanno
un potenziale (Proposizione 24). La conclusione segue subito da Proposizione 33. O

Come conseguenza immediata di Proposizione 34, Proposizione 32(i) e Teorema 10, si ottiene il
seguente

Corollario 12. Se f: Q — C ¢ continua e soddisfa CIP, allora f é derivabile infinite volte.

Lezione del 9/12/08 (2 ore)

Dimostreremo adesso un risultato che “corrisponde” alla Proposizione 25 della teoria del potenziale.
Esso afferma che, proprio sotto le ipotesi supplementari assunte sul dominio in Proposizione 25, la
prima implicazione di Proposizione 32 si puo invertire.

Proposizione 35. Supponiamo che la funzione f sia derivabile in ) e che ogni componente con-
nessa di ) sia un insieme stellato. Allora f ha una primitiva. Pit precisamente: (u, —v) ha un
potenziale U, (v,u) ha un potenziale V e U + iV ¢ una primitiva di f.

DIMOSTRAZIONE: Da Teorema 10 segue che le funzioni u e v sono di classe C! in Q e che vale
la CCR
Vv = RVu.

Questo implica subito che i campi (u, —v) e (v, u) soddisfano la CDI. Quindi, per Proposizione 25
tali campi hanno un potenziale. Come per Proposizione 34, la conclusione segue da Proposizione
33. O

OSSERVAZIONE: Grazie all’osservazione che segue la dimostrazione di Proposizione 25, la Propo-
sizione 35 si puo estendere al caso di insiemi le cui componenti connesse siano semplicemente
connesse.
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Il seguente risultato ci servira fra poco per dimostrare la formula di rappresentazione integrale di
Cauchy. Osserviamo che esso non prescrive alcuna restrizione sul genere topologico di €. Per-
altro, nel caso in cui le componenti connesse di ) siano insiemi stellati, tale proposizione deriva
immediatamente dalla combinazione di Proposizione 35 e Proposizione 32(ii).

Proposizione 36. Consideriamo un sottoinsieme aperto E di ) tale che OF sia una curva regolare
a tratti, con OF C Q. Sia inoltre f una funzione derivabile in Q. Allora

/8E f(z)dz = 0.

DIMOSTRAZIONE: Per Teorema 9 vale la CCR
Vv = RVu.

Allora, da una versione sufficientemente generale della formula di Green (NB: Le funzioni u e
v risultano essere differenziabili, ma non necessariamente di classe C'. Tuttavia Vu e Vv sono
misurabili e inoltre, essendo valida la CCR, si ha 9(—v)/dz — Ou/dy = Ju/0x — Jv/Jy = 0), si

ottiene
./c’iEf(Z)dZ = /é)E(u, —0) odS—i—i/@E(v,u) eds

B d(—v) Ou . ou  Ov
- /E ( or 8y> dxdy—H/E (8x a 63/) dudy

= 0.

Possiamo finalmente enunciare e dimostrare la formula di rappresentazione integrale di Cauchy.

Teorema 13. Siano E ed f come in Proposizione 36. Allora, per ogni w € E, si ha

flw) = L (2) dz.

2 O9E Z — W

DIMOSTRAZIONE: Sia D. il disco di raggio € centrato in w. Supporremo ¢ sufficientemente
piccolo, di modo che D, C E. Poiché z — f(z)/(z — w) & derivabile in Q\{w}, dalla Proposizione

36 segue che
Y S (C PRy (C I S P
S(E\D.) 2 — W OE Z — W oD. 2 — W

Parametrizzando 0D, con

Y(t) == w + ee’, t € [0,2n]

e ricordando Proposizione 32, si ottiene allora

(Z) dz = / f(Z) dz = o Mz’fieitdt = 2 f(w + 2,_:eit)dt
0

OF 2 — W D. 2 — W 0 cett 0

per ogni ¢ sufficientemente piccolo. A questo punto la conclusione segue subito osservando che

2 2

lim f(w+ ee)dt = 27 f(w) + lim f(w+ee') — f(w)dt = 2r f (w)
el0 Jo el0 Jo

per la continuita di f in w. O
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OSSERVAZIONE: Come affermato nella dimostrazione di Teorema 10, dalla formula di Cauchy
segue che una funzione derivabile in €2 ¢ derivabile infinite volte in 2. Vale infatti il seguente facile
corollario di Teorema 13 (dimostrazione per induzione).

Proposizione 37. Siano E ed f come in Proposizione 36. Allora f ¢ derivabile indefinitamente
i E e vale la formula

|
f(n)(w):;;i/aE(Z;f(j))anz, weklE (n=0,1,2,...).

Esempi.

Lezione del 12/12/08 (2 ore)

Esempi.
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