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Risoluzione degli esercizi

Esercizio 1

Relativamente alla serie di potenze
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da cui ricaviamo il raggio di convergenza R = 1/⇢ = 1. Inoltre tale serie di
potenze non converge per y = ±1 (poiché in entrambi i casi l’addendo della serie
numerica corrispondente non è infinitesimo). L’insieme di convergenza puntuale
di (1) è dunque l’intervallo (�1, 1). Di conseguenza l’insieme di convergenza
puntuale della serie di funzioni assegnata è

D := R \ {⇡/2 + k⇡ | k 2 Z}.

Poiché (1) converge totalmente (in L

1) negli intervalli del tipo [�r, r] con r 2
(0, 1), la serie assegnata converge totalmente (in L

1) negli insiemi del tipo

sin�1([�r, r]) = {x 2 R | sinx 2 [�r, r]}, con r 2 (0, 1).

Ciò equivale a dire che la serie assegnata converge totalmente (in L
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, con " > 0.



Esercizio 2

L’insieme T è compatto e la funzione f è di classe C1 (quindi è anche continua).
Per il teorema di Weierstrass, f ha massimo e minimo (assoluti).

Osserviamo che T è il triangolo rettangolo di vertici

V := (0, 0), V

0 := (2, 0), V

00 := (0, 4)

e che perciò i suoi lati sono parametrizzati rispettivamente da

• ↵(t) := (t, 0), con t 2 [0, 2] (cateto orizzontale);

• �(t) := (0, t), con t 2 [0, 4] (cateto verticale);

• �(t) := (t, 4� 2t), con t 2 [0, 2] (ipotenusa).

I punti di massimo e di minimo appartengono all’insieme

I := A [B [ C [D [ {V, V 0
, V

00}

dove:

A := {↵(t) | t 2 (0, 2), (f � ↵)0(t) = 0}
B := {�(t) | t 2 (0, 4), (f � �)0(t) = 0}
C := {�(t) |t 2 (0, 2), (f � �)0(t) = 0}
D := {(x, y) 2 int(T ) |rf(x, y) = (0, 0)}.

Poiché

(f � ↵)(t) = t

2 + 2t, (f � �)(t) = t

2 � 2t, (f � �)(t) = 5t2 � 10t+ 8

si ha

(f � ↵)0(t) = 2(t+ 1), (f � �)0(t) = 2(t� 1), (f � �)0(t) = 10(t� 1).

Inoltre
rf(x, y) = (2x+ 2, 2y � 2).

Quindi

A = ;, B = {�(1)} = {(0, 1)}, C = {�(1)} = {(1, 2)}, D = ;.

Abbiamo cos̀ı provato che

I = {(0, 0); (2, 0); (0, 4); (0, 1); (1, 2)}.

I valori della funzione in tali punti sono

f(0, 0) = 0, f(2, 0) = 8, f(0, 4) = 8, f(0, 1) = �1, f(1, 2) = 3.

Se ne conclude che:

• Il massimo assoluto di f è 8, che viene conseguito in (2, 0) e in (0, 4);

• Il minimo assoluto di f è �1, che viene conseguito in (0, 1).



Esercizio 3

Il problema equivale a (
y

0(x) = F (x, y(x))

y(0) = 0.

dove

F (x, y) := 1 +
2x

1 + x

2
y, (x, y) 2 R2

.

Osserviamo che:

• F 2 C

1(R2) e quindi F è continua e localmente y-Lipschitziana in ogni
punto di R2;

• Poiché |2x|  1 + x

2 (per ogni x 2 R), si ha
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per ogni (x, y) 2 R2.

Da queste due osservazioni e da uno dei teoremi esposti durante le lezioni segue
subito che il dominio della soluzione massimale è R.

Per risolvere esplicitamente l’equazione osserviamo che
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e quindi possiamo usare come fattore integrante la funzione

e
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Moltiplicando l’equazione per tale fattore, otteniamo
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Da tale identità si ottiene subito la soluzione generale

y(x) = (1 + x

2)(c+ arctanx), x 2 R

con c 2 R. Imponendo la condizione y(0) = 0, si ottiene c = 0 e quindi la
soluzione del problema di Cauchy assegnato è y(x) = (1 + x

2) arctanx.


