Analisi Matematica 3 (recupero)
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Prova scritta del 8 gennaio 2018

Risoluzione degli esercizi

Esercizio 1

Dal teorema di Fubini (sezioni piane parallele al piano coordinato zz) si
ottiene

1
(1) I:= / 3yva? + z2dxdydz = / (/ 3yva? + 22 da:dz) dy.
E 0 E,

Osserviamo che E, ¢ la corona circolare del piano xz centrata nell’origine, di
raggi 2y e 1 + y. Poiché, per y € [0, 1], si ha

Ey = @(Ry)7 Ry = [2y7 1 + y] X [07 27T]
dove

0: R, =R  (p,0):=(pcosh, psind)
dalla formula dell’area e di nuovo dal teorema di Fubini segue

/ 3yva? + 22 dxdz = / 3yp? dpdf
Ey=¢(Ry)

Ry

14y 2m
([ )
2y 0

14y
= 27Ty/ 3p2dp
2

Y
= 2my(p”)0 sy
=27 (y + 3y + 3y° — 7y").

Da tale identita e da (1) segue ora che

1
TZQW/ (y+3y2+3y3—7y4)dy:27r(—+1+———
0



Esercizio 2
Si trova subito che
rot F'(z,y,z) = (xcosz, —ycosz, dzy), (z,y,2) € R3.
Inoltre, indicato con N il campo normale a S con N3 > 0, si ha
N(z,y,z) = (z,y, 2), (x,y,2) € S.

Allora, per il teorema di Stokes

/(m2 cos z — y? cos z + dwyz) dH?(z,y, 2) = /(rot F)-NdH?
s s

:/ F-rdH!
as

dove 7 indica 'orientazione di 05 compatibile con N.

(2)

Ora, posto C' := {(z,y, z) € 0S| z = 0}, osserviamo che si ha:
® F|85\C = O;
e Una (1,3)-parametrizzazione regolare di C' ¢ data da

v(t) := (cost,sint,0), te[0,7/2].

Pertanto, usando anche la formula dell’area

/F~TdH1:/F~Td’H1—I—/ F~TdH1:/F'TdH1
as c aS\C ) c

w/2
= / (—costsin®t, cos®tsint,costsint) - (—sint, cost, 0) dt
0
/2
= / costsint (sin®t + cos® t) dt
0
w/2
= / costsintdt
0
1

1 w/2
= 5/0 D(sin®t) dt = 7



Da tale risultato e da (2) segue subito che

1
/(x2 cos z — y* cos z + dayz) dH*(z,y,2) = 3
s



Esercizio 3

Coefficienti della serie di Fourier di f. Poiché f e pari, si ha

by = %/W FOsinmt)dt=0  (n=1,2,..).

Inoltre
1" 2 ["
an:—/ f(t)cos(nt)dt:—/ f(t) cos(nt) dt (n=0,1,...)
T ) . ™ Jo
per cui
2 [T 2 (72 72 o7
== Hdt=—|—=+—=)=—
ag 7T/0 () 71_(8 + 2) 4
e

9 w/2 T
a, = — / tcos(nt) dt + 7r/ cos(nt) dt
@ 0 7/2

2 7'(/2 n
S / t cos(nt) dt + 2/ cos(nt) dt
0 w/2

per ogni n > 1. Si ha (per n > 1)
[ J

) w/2 ) w/2
— / tcos(nt)dt = — tDlsin(nt)] dt
0

us ™ Jo

_ 2 [(t sin(nt))zg/2 _ /OW/2 sin(nt) dt]

™n

. =
M + % (%W)
_ sin (ZW/ 2) + Wig [cos(nm/2) — 1];

2/: cos(nt) dt = 2 (Sin("t))m _ _2Zsin(nm/2),

/2 n t=m/2 TL



Quindi

2 sin (nm/2)
n=—> 2)—1] — ————=
n = —s [cos(nm/2) — 1] -
(=D* 2 _ _
_ % —@EoE Sen = 2k —1,con k=1,2,...
(721721@271 sen =2k conk=1,2,...

Proprieta di convergenza.

(1) Poiché fl_rn € L*(—m,7), la serie di Fourier di f converge incondi-
zionatamente a f in L*(—m, 7);

(2) Inoltre la funzione f e regolare a tratti e quindi la sua serie di Fourier:

e converge puntualmente in R alla funzione S cosi definita:

S(z) := f(x) per ogni z € R, x # i—g +2km (k€ Z)

S (ig n 2lm) —37/4 (k€ Z);

e converge uniformemente in ogni intervallo chiuso contenuto in
(—m/2,7/2) e in ogni intervallo chiuso contenuto in (—m, —7/2) U

(m/2,7).



