Analisi Matematica B

per il Corso di Laurea in Matematica
(a.a. 2016/17)
DIARIO

Silvano Delladio



May 29, 2017



Contents

Chapter 1. Teoria della misura
1. Misure esterne, prime proprieta
2.  Misure esterne metriche, Boreliane, Borel-regolari, di Radén

Chapter 2. Funzioni misurabili e integrale.
Funzioni misurabili.

Integrale: definizione e prime proprieta
Teoremi di convergenza integrale

Il teorema di Fubini

La formula dell’area

Formule di Gauss-Green

SN e

Chapter 3. Spazi L? e serie di Fourier
1. Spazi LP
2. Serie di Fourier in uno spazio di Hilbert, un prontuario minimo
(meno di cosi non si puo...)
3. Convergenza puntuale della serie di Fourier
per una funzione regolare a tratti

Chapter 4. Successioni e serie di funzioni
1. Successioni di funzioni
2. Serie di funzioni generiche
3. Serie di potenze

Chapter 5. Equazioni differenziali ordinarie
1. Introduzione
2. Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine in forma normale
3. Equazioni differenziali ordinarie lineari di ordine qualsiasi

Bibliography

13
13
14
17
18
21
25

31
31

32

35

37
37
40
42

45
45
46
49

33






CHAPTER 1

Teoria della misura

[* I settimana (14/09/2016); 2 *]

1. Misure esterne, prime proprieta

DEFINIZIONE 1.1. Una “misura esterna” sull’insieme X ¢é una mappa ¢ : 2% — [0, +00]
tale che

(i) ¢(0)
(i) o(E
(i) p(Y;

EsempPIO 1.1. X # (e

)g (F), seLCFCX;
) <35 0(E;), se {E;} & una famiglia numerabile di sottoinsiemi di X.

1 altrimenti.

{0 se E=10

_J0 sexg g E
P(E) = {1 se xg € E.
ESEMPIO 1.3. X # 0 e p(E) := #(E).

OSSERVAZIONE 1.1. La “misura superiore di Peano-Jordan” e la “misura di Peano-Jordan”
non sono misure esterne.

[* II settimana (19/09/2016); 6 *|

DEFINIZIONE 1.2. Un insieme E € 2% ¢ detto “misurabile (rispetto alla misura esterna
v suX)” se

(1.1) p(A) = (AN E) + p(AN E)
per ogni A € 2%, La famiglia degli insiemi misurabili rispetto a ¢ & indicata con M.,.
OSSERVAZIONE 1.2. Grazie a (iii) di Definizione 1.1, la (1.1) si puo sostituire con
P(A) = p(ANE) + o(AN E°).
EsEMPIO 1.4. Negli esempi 1.1, 1.2, 1.3 si ha rispettivamente
(p:{(D,X}, M¢:2Xa M¢:2X.



TEOREMA 1.1 (***). Per una misura esterna ¢ su X, valgono i sequenti fatti:

(1) M, é c-chiusa;
(2) Se E € 2% ¢ tale che p(E) =0, allora E € M. In particolare ) € M, (quindi
anche X € M,);
(3) Se By, ..., E, € My, allora N;_,E; € M, (quindi anche U}_E; € M,);
(4) Se {E;} é una famiglia numerabile di insiemi misurabili a-due-a-due disgiunti,
allora S := U;E; € M,,. Inoltre si ha
p(A) = > p(AN Ej) + ¢(AN S)
J
per ogni A € 2% ;
(5) (Additivita numerabile) Se {E;} é una famiglia numerabile di insiemi misurabili
a-due-a-due disgiunti, si ha p(U;E;) = 3, o(E;).

OSSERVAZIONE 1.3. Sia data una misura esterna ¢ su X e sia {£;} una famiglia nume-
rabile di insiemi misurabili. Poniamo £} := E; e

E,:=E, - U_ZE;=E, - UZEl (n=23,...).
Allora {E7} & una famiglia numerabile di insiemi misurabili a-due-a-due disgiunti e si ha
Ui B = U5, E; (per ogni n), U B = U; B
In particolare, ricordando il punto (4) di Teorema 1.1, si ha U, E; € M,,.

DEFINIZIONE 1.3. Una famiglia non vuota ¥ C 2% ¢ detta “o-algebra (in X)” se gode
delle sequenti proprieta:

(i) Se E € ¥, allora E¢ € ¥;
(ii) Se {E;} ¢ una famiglia numerabile di insiemi di X, si ha U;E; € .

OSSERVAZIONE 1.4. Se X ¢ una o-algebra in X, allora:

(1) 0, X € 33;
(2) 3 ¢ chiusa rispetto all’operazione di intersezione numerabile.

ESEMPIO 1.5. Sia X un qualsiasi insieme. Allora 2% e {@), X} sono entrambe o-algebre.

ESEMPIO 1.6. Se X := [0,1] allora ¥ := {E € 2% | #(F) < X, oppure #(E°) < Ry} & una
o-algebra.

ESEMPIO 1.7. Sia X := N. Allora la famiglia 3 := {F € 2% | #(F) < oo oppure #(E°) <
o0} € c-chiusa ma non ¢ chiusa rispetto all’'unione numerabile. Quindi ¥ non & una o-
algebra.

Per Teorema 1.1 e Osservazione 1.3, vale quindi il seguente risultato.
PROPOSIZIONE 1.1 (°). Se ¢ & una misura esterna su X, allora M, é una o-algebra.

TEOREMA 1.2 (**). Se ¢ ¢ una misura esterna su X, valgono le sequenti proprieta:



(1) (Continuita dal basso) Se {E;} € una famiglia numerabile e crescente di insiemi
miasurabili, si ha ¢(U;E;) = lim; ¢(E;).

(2) (Continuita dall’alto) Sia {E;} é una famiglia numerabile e decrescente di insiemi
misurabili, con ¢(Ey) < oo. Allora o(N;E;) = lim; p(E;).

[* III settimana (26,/09/2016); 10 *|

OSSERVAZIONE 1.5. Se in (2) di Teorema 1.2 non si assume 'ipotesi ¢(E;) < 0o, la tesi
puo fallire. Per esempio, se X := N con ¢(FE) := #(FE), possiamo considerare la famiglia
degli E; :=={j,j+1,...} € M, =2%. In tal caso si ha N;E; = 0 e quindi ¢(N,;E;) = 0,
mentre p(E;) = oo per ogni j.

2. Misure esterne metriche, Boreliane, Borel-regolari, di Radéon

DEFINIZIONE 1.4. Una misura esterna su uno spazio metrico (X,d) é detta “di Carathéo-
dory” (oppure “metrica”) se

(AU B) = ¢(A) + ¢(B)
per ogni coppia di insiemi A, B € 2% tale che
dist (A, B) = inf{d(a,b) |a € A,b € B} > 0.

TEOREMA 1.3 (***). Sia ¢ una misura esterna di Carathéodory su uno spazio metrico
(X,d). Allora ogni sottoinsieme chiuso di X e misurabile.

OSSERVAZIONE 1.6. Si puo provare che vale anche il “viceversa” di Teorema 1.3: Se ¢
¢ una misura esterna su uno spazio metrico (X, d) e se ogni sottoinsieme chiuso di X ¢
misurabile, allora ¢ ¢ di Carathéodory ([12, Theorem 1.7]).

PROPOSIZIONE 1.2 (*). Sia dato T C 2% e indichiamo con Az la famiglia delle o-algebre
in X contenti . Allora

() = Ngea ™
¢ una o-algebra in X, detta “la o-algebra generata da Z”. Se I ¢ una o-algebra allora

S(T) =1T.

PROPOSIZIONE 1.3 (**). Sia X uno spazio topologico e indichiamo con K, F e G, rispet-
tivamente, la famiglia degli insiemi compatti, la famiglia degli insiemi chiusi e la famiglia
degli insiemsi aperti di X. Allora:

(1) Si ha X(F) = 2(G);

(2) Se X ¢é uno spazio di Hausdorff, vale inclusione X(IC) C X(F);

(3) Se (X,d) ¢ uno spazio metrico separabile, si ha X(K) = X(G) (dimostrato nel
caso particolare dello spazio Fuclideo; per una trattazione del caso generale si
puo vedere [14]).



OSSERVAZIONE 1.7. In uno spazio topologico che non sia metrico e separabile puo effet-
tivamente accadere che X(K) # X(F) = X(G). Si consideri per esempio X := [0, 1] con
la topologia discreta e cioe G = 2% Osserviamo che K coincide con la famiglia dei
sottoinsiemi finiti di [0, 1]. Se consideriamo la o-algebra

Yo = {F € 2X | #(E) < N, oppure #(E°) < Ry}

introdotta in Esempio 1.6, si ha X(K) c £, c 2. Inoltre, evidentemente, vale ¥, #
2001 — g = %(G).

DEFINIZIONE 1.5. Sitano X uno spazio topologico, ¢ una misura esterna su X e M, la
o-algebra degli insiemi misurabili rispetto a . Allora:

(i) La o-algebra X(F) = 3(G) viene indicata con B(X) e i suoi elementi sono detti
“instemi Boreliani”;
(ii) ¢ € detta “Boreliana” (oppure “di Borel”) se B(X) C My;
(iii) ¢ ¢ detta “Borel regolare” se ¢ Boreliana e se inoltre per ogni insieme A € 2%
esiste B € B(X) tale che B D A e p(B) = p(A);
(iv) ¢ e detta “di Radon” se ¢ Borel regolare e se p(K) < oo per ogni insieme compatto
K i X.

Da Teorema 1.3 segue subito il seguente risultato.

COROLLARIO 1.1 (°). Ogni misura esterna di Carathéodory su uno spazio metrico é Bore-
liana.

TEOREMA 1.4 (**). Sia ¢ una misura esterna Boreliana su uno spazio metrico (X,d) e
sia B € B(X). Si verificano i sequenti fatti:

(1) Se p(B) < oo, allora per ogni € > 0 esiste un insieme chiuso F tale che ' C B e
©(B—F) < ¢ (solo enunciato; per una dimostrazione si veda [8, Theorem 4.17]);

(2) Se B C Ux,Vj, dove iV} sono insiemi aperti tali che ¢(V;) < oo, allora per ogni
e > 0 esiste un insieme aperto G O B tale che o(G — B) < €.

COROLLARIO 1.2 (**). Sia ¢ una misura esterna Borel regolare su uno spazio metrico
(X,d) e sia E € M. Siwverificano i sequenti fatti:

(1) Se p(E) < oo, allora per ogni € > 0 esiste un insieme chiuso F' tale che F C E
ep(E—F)<c¢g;

(2) Se E C Ux,Vj, dove iV} sono insiemi aperti tali che o(V;) < oo, allora per ogni
e > 0 esiste un insieme aperto G O E tale che o(G — E) < e.

[* IV settimana (03/10/2016); 14 *]



TEOREMA 1.5 (*¥*). Si consideri la funzione L™ : 2%" — [0, +o0] definita da
0 se E=10

LM'E):=1{.

(E) {mf{zjv(fj)\{fj} € R(E)} se E#0.

dove R(E) indica la famiglia dei ricoprimenti numerabili di E costituiti di intervalli aperti
in R™, mentre v(1;) denota la misura elementare dell’intervallo I;. Allora L™ € una misura
esterna metrica ed € di Radon.

DEFINIZIONE 1.6. La misura esterna L™ definita in Teorema 1.5 € detta “misura esterna
di Lebesgque n-dimensionale”.

Il seguente risultato elenca alcune proprieta della misura esterna di Lebesgue.

TEOREMA 1.6 (**). Valgono i sequenti fatti:

(1) Per ogni a € R™ si ha L"({a}) = 0;
(2) Se I ¢ un intervallo aperto in R", si ha L"(I) = v(I);
(3) Per ogni E C R™ e per ogni 7 € R™ si ha:
o L"(E+71)=L"E);
e Se E € M/n allora E+ 7 € Mgn;
(4) Per ogni E C R™ e per ogni p € R si ha:
o L"(pE) = p"L"(E);
e Se £ € Mgn allora pE € Mgn;
EseEmp1O 1.8. Si ha £"(Q") = 0. L’insieme Q" ¢ misurabile.

EseEmp1O 1.9 (Esistenza di insiemi non misurabili). Consideriamo la seguente relazione
di equivalenza in [0,1]:  ~ y se z —y € Q. Grazie all’assioma della scelta possiamo
poi “costruire” un insieme F di rappresentanti delle classi di equivalenza. Se QN (0, 1] =
{4 }ien, poniamo infine

E,=(EN0,¢l+1—q¢)U(EN(g1] —q).

Allora E non e misurabile. Se lo fosse, lo sarebbero anche tutti gli F; e si avrebbe
LY(E;) = LY(E). Poiché questi sono a-due-a-due disgiunti e si ha

(0,1) C UEZ C [0,1]

si giungerebbe all’assurdo:
1=LY U E) =Y L'(E) =Y L\B).

OSSERVAZIONE 1.8. Senza ’assioma della scelta ¢ impossibile provare I’esistenza di insiemi
non misurabili (Solovay, 1970).

OSSERVAZIONE 1.9. Utilizzando l'insieme di Cantor si puo provare che esistono sottoin-
siemi di R che sono misurabili rispetto a £' ma non sono Boreliani. Indicato con C
I'insieme di Cantor e ricordando che £}(C) = 0, si ha infatti 2¢ C M1 e quindi anche

card(R) = card(C) < card(29) < card(M ).
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A questo punto la conclusione segue subito dal fatto che card(B(R)) = card(R), per la
dimostrazione del quale rimandiamo a [16].

TEOREMA 1.7 (*). Dati E C R" e 6 > 0, indichiamo con Rs(E) la famiglia dei rico-
primenti numerabili {C;} di E tali che 0 < diam(C;) < 0 per ogni j. Per s € [0,+00),
poniamo anche

s/2

als) = M,

Allora la funzione Hg : 28" — [0, 00] definita da

+o00
[(t) := / e "' dw.
0

0 se E=1)
inf {Zj a(s) (dm; Cj)s ‘ {C;} € R5(E)} se E#0.

Hi(E) = {

¢ una misura esterna.
[* V settimana (10/10/2016); 18 *]

TEOREMA 1.8 (**). Sia s € [0,+00) e E C R". Allora la funzione 6 — H3(E) é
monotona decrescente, quindi esiste
(F) =1 S(E).
H(E) = lim H;5(E)
La mappa H* : 28" — [0, +o0] ¢ una misura esterna metrica e Borel regolare. Essa é
detta “misura esterna di Hausdorff s-dimensionale (in R™)”.

Alcune ulteriori proprieta della misura esterna di Hausdorff sono raccolte in questo teo-
rema di cui non proviamo il punto (2). La dimostrazione di tale punto ¢ un argomento
(basato sulla disuguaglianza isodiametrica) che non abbiamo tempo di affrontare. Gli
interessati possono consultare, per esempio, [3, 11].

TEOREMA 1.9 (*). Si ha:

(1) H® = # (misura del conteqgio);
(2) H*=L" (in R™);
(3) Per ogni E C R™ e per ogni 7 € R™ si ha:
o H(E +7) = H'(E);
e Se E € Mys allora E+ 17 € Mys;
(4) Per ogni E C R™ e per ogni p € R si ha:
o H*(pE) = p"H*(E);
o Se € Mys allora pE € Mys;

Attraverso le proprieta della misura di Hausdorff si puo definire una nozione di dimensione
per i sottoinsiemi di R"™.
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PROPOSIZIONE 1.4 (*). Se H*(F) < +o00, con E CR" e s > 0, allora H'(E) = 0 per ogni
t > s. Inoltre, per ogni t > n si ha H'(R™) = 0. Conseguentemente, per ogni E C R",
['insieme

R(E) :={t € [0,400) | H'(E) = 0}
¢ una semiretta destra che include (n,+o00). La “dimensione di Hausdorff” dell’insieme
E C R™ é definita come il numero

dimy (E) :=1inf R(E) <n

COROLLARIO 1.3 (*). La misura esterna di Haudor{f H® in R"™ non ¢é di Raddn, eccetto
che per s > n.

EsempIO 1.10. Sia C' Iinsieme di Cantor. Se esiste s tale che H*(C') € (0, +o00) allora
s =1In2/In3. Questo ci consente di ”scommettere” che C' abbia dimensione di Hausdorff
pari a In2/In3. Per una dimostrazione completa di tale fatto vedasi [4, Theorem 1.14]).

DEFINIZIONE 1.7. Sia X un insieme e A una o-algebra in X. Allora, una “misura su A”
é una funzione p : A — [0, +o00] tale che:

0) =
{E; } é una famiglia numerabile di insiemi in A a-due-a-due disgiunti, allora
Ui Ej) = 325 n(Ej).

1(
(ii) se
1
La terna (X, A, p) & detta “spazio con misura”.

Come conseguenza di Teorema 1.1 e Proposizione 1.1, otteniamo subito il seguente risul-
tato.

PROPOSIZIONE 1.5 (°). Se ¢ ¢ una misura esterna sull’insieme X, allora (X, My, o|a,)
€ UNOo SPazio con Misura.

EsemPIO 1.11. La “misura di Lebesgue” L"| .., € la “misura di Hausdorft” 7—[5|MHS. Per
semplicita esse sono indicate con L™ and H?*, rispettivamente.

OSSERVAZIONE 1.10. Ci si puo chiedere se una misura provenga sempre da una misura
esterna nel modo indicato in Proposizione 1.5. Una risposta quasi affermativa ¢ data dal
seguente risultato (vedasi [8, Theorem 4.47]): Se (X, A, u) p € uno spazio con misura,
allora esiste una misura esterna ¢ su X tale che A C M e ¢|4 = p.






CHAPTER 2

Funzioni misurabili e integrale.

1. Funzioni misurabili.

DEFINIZIONE 2.1. Siano (X, A, n) e (Y, T), rispettivamente, uno spazio con misura e uno
spazio topologico. Allora una funzione f: X — 'Y si dice “misurabile” se per ogni G € T

si ha fYQ) € A.
[* VI settimana (17/10/2016); 22 *|

OSSERVAZIONE 2.1. Consideriamo uno spazio misurabile (X, .4, 1) e supponiamo che X
sia anche uno spazio topologico con la topologia inclusa in A. Inoltre, siano Y uno
spazio topologico e f : X — Y una funzione continua. Allora f ¢ misurabile. Esempi di
situazioni di questo tipo sono:

o (R", Mz, L M0 ), [ R" — R continua;
o (R", My, H¥| My ), [ R™ — R continua.

PROPOSIZIONE 2.1 (°). Sia (X, A, p) uno spazio con misura e siano Y, Z spazi topologici.
Supponiamo inoltre che f : X =Y e g :Y — Z siano, rispettivamente, una funzione
misurabile e una funzione continua. Allora go f : X — Z & una funzione misurabile.

PROPOSIZIONE 2.2 (**). Siano dati uno spazio con misura (X, A, j1) e una funzione f :
X — R. Allora le sequenti affermazioni sono fra di loro equivalenti:

(1) f & misurabile;
(2) f~'((a,+o0]) € A per ogni a € R;
(3) fY([a,+oc]) € A per ogni a € R;
(4) fY([~o0,a)) € A per ogni a € R;
(5) fY([~o0,a]) € A per ogni a € R.
TEOREMA 2.1 (**¥). Se (X, A, u) é uno spazio con misura, valgono le sequenti proprieta:

(1) Siano f,g: X — R misurabili. Allora f+ g (escludendo che si verifichi oo —oc),
If|, fg, max{f,g} e min{f, g} sono misurabili. Se g(z) # 0 per ogni x € X, la
funzione f/g é misurabile.

13
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(2) Sia data una successione di funzioni misurabili fr : X — R (k = 1,2,...).
Allora le funzioni infy fi, supy fi, liminfy fi e limsup, fr sono misurabili. In
particolare, se esiste limy fr allora questo é misurabile.

2. Integrale: definizione e prime proprieta

DEFINIZIONE 2.2. Sia X un insieme. Una funzione f : X — R si dice “numerabilmente
semplice” se Im(f) € numerabile.

OSSERVAZIONE 2.2. Se f: X — R ¢ una funzione numerabilmente semplice allora si ha
f= Z aiXE;

dove {a;} = Im(f) e E; :== f~*({a;}). Nel caso particolare che X sia il dominio di uno
spazio con misura (X, A, u) e che f sia misurabile si ha inoltre che E; € A, per ogni i (come
segue dalla seguente facile proprieta: se g : X — R & misurabile, allora ¢g71({t}) € A per
ogni t € R).

DEFINIZIONE 2.3. Sia (X, A, 1) uno spazio con misura e indichiamo con ¥ la famiglia
delle funzioni numerabilmente semplici e misurabili p : X — R. Allora:

(i) Se p € ¥ e ¢ > 0, poniamo
L(p) =3 am(E);  {fai} = Im(p), Ei = ¢ ({a})

dove si assume per convenzione che 0-0o0 =000 =0;

(i) Sia X* la famiglia delle funzioni ¢ € X tali che almeno uno di I,(¢ V 0) e
I,((—¢) vV 0) sia finito. Se ¢ € 3* allora poniamo

Li(p) = 1.(¢ V 0) = L,((=¢) V0).
OSSERVAZIONE 2.3. Nelle ipotesi e con la notazione di Definizione 2.3, sia ¢ € ¥*. Allora

L(p) = IV 0) = I((—=¢) V 0) = > _ aip(Ex).

Inoltre |p| € ¥* e

L(lel) = T(e Vv 0) + L((—¢) V 0) = > |a|u(Ey).

PROPOSIZIONE 2.3 (*). Sia (X, A, ) uno spazio con misura. Allora

L(p) < L(¥)
per ogni @, € X* tali che p(x) < ¥(x) per p-q.o. x € X. Di consequenza, se conside-

riamo una funzione f : X — R e poniamo

S(f) ={peX < fuqgo},  E(f)={peX 0> fp-qo}
allora vale la disuguaglianza

sup{1,(¢) | € X_(f)} <inf{l.(p)| ¥ € X1 (f)}.
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[* VII settimana (24/10/2016); 26 *|

DEFINIZIONE 2.4. Siano dati uno spazio con misura (X, A, i) e una funzione f : X — R.
Allora:

(i) L “integrale superiore di f” é dato da

| Fdui=inf{I,(9) | ¢ € S}
mentre I’ “integrale inferiore di f” ¢

[ £ = sup{L(p) | € T_()}.
(N.B. Si ha [, fdu < [* fdu, per Proposizione 2.5)

(i) Si dice che “f ¢& integrabile” se f é misurabile e gli integrali inferiore e superiore
di f sono uguali. In tal caso si definisce I’ “integrale di f”7 come seque

[ fawi= [ fdu= [ rip

(iii) Si dice che “f é sommabile” se f ¢ integrabile e [ fdu ¢ finito.

OSSERVAZIONE 2.4. Siano dati uno spazio con misura (X, A, u) e due funzioni misurabili
f,g: X — R tali che f = g u-q.0. Allora si ha

Y(f)=%A(9), Ei(f)=E(9)

/*fduzf*gdu, /*fduz/*gdu-

In particolare, f ¢ integrabile se e solo se g ¢ integrabile. In tal caso si ha
/ fdp = / gdp.

Il seguente risultato elenca le prime proprieta dell’integrale, ben note nella trattazione
elementare.

e quindi

TEOREMA 2.2 (***). Sia (X, A, u) uno spazio con misura. Valgono le sequenti proprieta:

(1) Se ¢ € X* allora ¢ é integrabile e si ha [pdp = 1,(p). In particolare, se I,(p)
e finito allora ¢ é sommabile;

(2) Una funzione sommabile é finita p-q.o.;

(3) Se f,g sono funzioni sommabili e o, B € R, allora af + Sg é sommabile e si ha

Jt@f+89ydn=a [ fdu+s [ gdp
(4) Se f,g sono due funzioni integrabili tali che f < g p-q.o., allora

/fdué/gdu;
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(5) Se f & una funzione sommabile e A € A, allora fxa € una funzione sommabile;
(6) Una funzione misurabile f ¢ sommabile se e soltanto se |f| é una funzione somma-

bile;

(7) Se f & una funzione sommabile, allora
‘ / fdu

[* VIII settimana (31/10/2016); 28 *|

< [1flan.

DEFINIZIONE 2.5. Sia (X, A, 1) uno spazio con misura. Se f : X — R & una funzione
miasurabile e se A € A, allora:

(i) Se fxa & integrabile, si dice che “f ¢é integrabile in A”e si pone

/Afdu :Z/fodu;

(ii) Si dice che “f é sommabile in A” se fxa & sommabile.

OSSERVAZIONE 2.5. Nelle ipotesi di Definizione 2.5, si ha che f ¢ integrabile (risp. somma-
bile) in X se e solo se f ¢ integrabile (risp. sommabile). In tal caso si ha [y fdu = [ f du.
Inoltre, se A € A allora la funzione 1 ¢ integrabile in A e vale [, 1du = p(A).

Vale il seguente teorema che manifesta la maggior “versatilita” di questa questa teoria
dell’integrazione rispetto a quella elementare di Riemann.

TEOREMA 2.3 (**). Sia (X, A, ) uno spazio con misura e consideriamo una funzione
masurabile f : X — R tale che f > 0 p-q.o. Allora f ¢ integrabile.

COROLLARIO 2.1 (*). Sia (X, A, p) uno spazio con misura. Siano f,g: X — R, rispetti-
vamente, una funzione misurabile e una funzione sommabile soddisfacenti | f| < |g| p-q.o.
Allora f é sommabile.

Vale anche questo facile (e intuitivo) risultato che ci sara utile in seguito.

PROPOSIZIONE 2.4 (*). Sia (X, A, 1) uno spazio con misura e sia f : X — R una funzione
misurabile tale che f > 0 p-q.0. e [y fdu=0. Allora f =0 p-q.o.

Quanto al confronto fra I'integrale di Lebesgue e I'integrale di Riemann, vale il seguente
risultato (solo enunciato, dimostrazione e.g. in [8, Theorem 6.16]).

TEOREMA 2.4. Una funzione limitata f : [a,b] — R ¢ integrabile secondo Riemann se e
solo se f ¢ continua L'-q.o. in [a,b]. In tal caso l'integrale di Riemann di f coincide con
Jiap f AL, dove f:R — R ¢ Uestensione di f che vale zero in R\ [a, b].



17

[* IX settimana (7/11/2016); 32 *]

Anticipazioni sul teorema di Lebesgue e sulla formula dell’area, finalizzate alle eserci-
tazioni. Esempi ed esercizi su integrali.

[* X settimana (14/11/2016); 36 *|
Esempi ed esercizi su integrali.

3. Teoremi di convergenza integrale

TEOREMA 2.5 (Lemma di Fatou). Sia (X, A, u) uno spazio con misura e consideriamo

una successione di funzioni misurabili f, : X — R tali che fr > 0 p-q.0. Allora
/nqyﬁﬁdﬂgn%p;/ﬁdw

TEOREMA 2.6 (Convergenza monotona (*)). Sia (X, A, u) uno spazio con misura e con-

sideriamo una successione di funzioni misurabili fr : X — R tali che fri1 > fr > 0 p-q.o.

Allora
@/ﬁw:ﬁ?hm

COROLLARIO 2.2 (°). Sia (X, A, p) uno spazio con misura e consideriamo una successione
di funziont misurabili fr, : X — R tali che fr > 0 p-q.0. Allora

/;fkdll:;/fkdﬂ-

TEOREMA 2.7 (Convergenza dominata (**)). Sia (X, A, u) uno spazio con misura. Conside-
riamo:

(i) Una successione di funzioni misurabili fr : X — R che converge pi-q.o. a f :
X — R; B
(ii) Una funzione sommabile g : X — R tale che |fi| < g p-q.0., per ogni k.

Allora ogni fi. e f sono sommabili e vale
tim [ [fi— fldu =o0.
In particolare

li’]én/fkdu:/fdu.
[* XTI settimana (21/11/2016); 40 *]

OSSERVAZIONE 2.6. Il seguente esempio mostra come, in generale:
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e Nel Lemma di Fatou possa valere la disuguaglianza stretta;
e La conclusione del teorema di Lebesgue possa essere falsa sotto la sola ipotesi di
convergenza puntuale.

Consideriamo lo spazio con misura (R, M1, £ M, ) € la successione di funzioni
fk = k}X(071/k)ZR—>R (]{7:1,2,...).

Si vede subito che tale successione converge ovunque alla funzione f := 0, mentre si ha
AL ) = [ KAL) =1
JBdiv) = [ kA ,)
per ogni k. Quindi
[ 1 ) =0 < 1=Tim [ frd(£'],.):

COROLLARIO 2.3 (*). Sia (X, A, u) uno spazio con misura e f : X — R una funzione
sommabile. Allora la funzione vy : A — R definita come segue

(3.1) vi(A)i= [ fxadu= [ fdun, AeA

€ UNaG Misura con Segno, i.e.

(i) Si ha vs(D) = 0;
(ii) Se {A;} € una famiglia numerabile di elementi a-due-a-due disgiunti di A, allora

vi(UiAs) =) v(A)

)

e tale serie converge assolutamente.

Inoltre vy € assolutamente continua rispetto a p, ossia: se pu(A) =0, con A € A, allora
I/f(A) = 0.

OSSERVAZIONE 2.7. Sia (X, A, 1) uno spazio con misura e sia v : A — R una misura
con segno assolutamente continua rispetto a u (ossia: se pu(A) = 0, con A € A, allora
v(A) = 0). Sorge spontaneamente la seguente questione: ¢ vero che v si puo rappresentare
nella forma integrale (2.3)? Ebbene, a tale questione risponde affermativamente il teorema
di Radon Nikodym. Esso afferma che esiste una funzione integrabile f : X — R tale che
vs = v. Per una dimostrazione di tale importante risultato si puo consultare, per esempio,
[8, Section 6.6].

4. 1l teorema di Fubini

PROPOSIZIONE 2.5 (*). Siano X,Y insiemi, siano

p:2% =0, +00], v:2¥ =0, +o0]
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due misure esterne e poniamo
R=M,xM,={AxB|AeM,, BeM,}

Inoltre, se E C X XY, sia R(E) la famiglia di tutti i ricoprimenti numerabili {R;}; di
E con R; € R. Allora la funzione

px v 2 500, 4o0]
definita come seque (E C X xXY)
0 se E =10

(X v)(E) =, { > m(Aiv(By) | {Ai x Bi} € R<E)} e

e una misura esterna.

Per le misure di Lebesgue vale il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 2.6 (**). Per ogni coppia di numeri interi positivi m,n si ha
LM x L= L,

[* XII settimana (28/11/2016); 44 *]

Prima di enunciare il prossimo teorema, consideriamo due misure esterne o-finite
p:2% —=[0,+00], v:2¥ =0, 4]
Se S € 2X*Y ¢ x € X, poniamo
Sy ={yeY|(z,y) € S}
Infine, sia
F = {S € 2% ' Sy € M, per p-q.o. x € X ex — v(S,) € p—misurabile}

e definiamo
p:F —[0,+00], p(S) = /V(Sx)d,u.

Vale allora il seguente profondo risultato, per la dimostrazione del quale rimandiamo a
(8, Theorem 6.46].

TEOREMA 2.8. Si ha M, C F. Se S € M, vale l'identita p(S) = (1 x v)(S).

OSSERVAZIONE 2.8. Con riferimento a Teorema 2.8, potremmo chiederci se valga la pro-
prieta piu forte che

Sy € M, per ogni x € X, tutte le volte che S € M,,,,.
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Ebbene, in generale questo non e vero. Per provarlo, consideriamo l'insieme F ¢ M
costruito in Esempio 1.9 e definiamo

S:={0} x ECRxR.

Poiché (L' x £1)(S) = L£2(S) = 0, si ha che S € My i 1 (per (2) di Teorema 1.1).
Tuttavia So = E & M.

TEOREMA 2.9 (***). Supponiamo che u,v siano o-finite e che f(z,y) : X x Y — R

sia una funzione p X v-misurabile. Supponiamo inoltre che f sia (u X v)-sommabile in
S e M,x,. Allora:

Sy ={yeY|(z,y) € S} € M,, per pu-q.o. v € X;
y — f(x,y) € v-sommabile in S,, per p-q.o0. x € X;
v [ f(z,y)dv(y) é p-sommabile;

vale l'uguaglianza

[ratxn = [ [ fem) )] du@.

x

[* XIII settimana (5/12/2016); 48 *|

Naturalmente, lo stesso argomento prova anche il seguente risultato speculare al prece-
dente.

TEOREMA 2.10 (°). Supponiamo che u,v siano o-finite e che f(z,y) : X xY — R sia una
funzione p x v-misurabile. Supponiamo inoltre che f sia (pux v)-sommabile in S € M, .

Allora:

Sy ={rv e X|(z,y) € S} e M, perv-qo. yeY;
x> f(x,y) é u-sommabile in Sy, per v-q.o. y € Y;
y > Js, [(x,y) du(z) é v-sommabile;

vale l'uguaglianza

[rawxn = [|[ smauta)

Y

Applicando Teorema 2.9 alle misure di Lebesgue e ricordando Proposizione 2.6, otteniamo
subito il seguente risultato.

COROLLARIO 2.4 (°). Sia f(z,y) : R™ x R® — R una funzione L™ "-misurabile. Sup-
poniamo inoltre che [ sia L™ "-sommabile in S € Mmin. Allora:

o S, :={yeR"|(z,y) € S} € Mgn, per L-q.0. x € R™;
o y— f(x,y) e L"-sommabile in S,, per L™-q.0. x € R™;
o = [o fz,y)dL"(y) e LT-sommabile;
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e vale ['uguaglianza

[racrn= [ ] @ e )] acn)

OSSERVAZIONE 2.9. Usando Teorema 2.8 e la sottostante Proposizione 2.7, si prova facil-
mente il seguente risultato sulla “compatibilita misura-integrale”. Siano dati una misura
esterna o-finita p : 2% — [0, 4-00], una funzione y-misurabile f : X — [0, +oc] e Q € M,,.
Osserviamo che fxq € p-misurabile e non negativa, quindi essa ¢ integrabile (per Teorema
2.3). Definiamo il sottografico di f|q:

St = {(x,t) € 2 x [0,400] |0 <t < f(x)}.

Applicando Proposizione 2.7 in (X, M,,, pt|p,, ), troviamo una successione di funzioni nu-
merabilmente semplici e misurabili s; : X — R tali che 0 < s; < s;41 < f e s; converge
puntualmente a f. Ne consegue facilmente che

Sf\ﬂ = U Ssjln'
j=1

Inoltre, per un passo della dimostrazione di Teorema 2.8 in cui si prova che M, x M1 C
Mo, siha S|, € My, per ogni j. Allora Sp, € M, 1. Dallo stesso Teorema 2.8
otteniamo che Sy, € F e

(1% £)(S110) = p(S11a) = [ £(Spip)a) dia(a) = | £1(0. f(@))) du(a)
e cioe
(1% £)(Spa) = [ fdp.
Nel caso speciale X = R™ e p = L™, ricordando anche Proposizione 2.6, si trova
£ (Sp,) = | facn.
Ecco 'enunciato del teorema di approssimazione appena usato (per una dimostrazione

vedasi [8, Theorem 5.24]).

PROPOSIZIONE 2.7. Siano dati uno spazio con misura (X, A, ) e una funzione misurabile
f X — [0,400]. Allora esiste una successione di funzioni numerabilmente semplici
e misurabili s; © X — R tali che ]m(sj) e finito, 0 < s; < 5511 < f e s; converge
puntualmente a f.

5. La formula dell’area

Premessa intuitiva sulle parametrizzazioni. Esempi di parametrizzazione. Una
parametrizzazione “regolare” puo avere immagine non “liscia” e una parametrizzazione
non “regolare” puo avere immagine “liscia”.

Enunciamo ora la definizione rigorosa di parametrizzazione regolare.
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DEFINIZIONE 2.6. Siano n e N due numert interi positivi tali che n < N. Allora
una “(n, N)-parametrizzazione regolare” (o semplicemente “parametrizzazione regolare”)
¢ una mappa ¢ : C — RY tale che

(i) C é un sottoinsieme compatto di R" ed esiste un aperto A in R™ soddisfacente
C=A L"0A) =0
(i) @la € iniettiva;
(iii) ¢ ¢ di classe C, cioé esistono un aperto U in R™ e una mappa ® € C*(U,RY)
tali che
cCcu, ®c=y;
(iv) Per ogni x € A si ha

1/2
Jo(x) == (det[Dgo(x)t X Dgo(x)]) # 0.
Tale funzione é detta “fattore di trasformazione (associato a ¢)”.

OSSERVAZIONE 2.10. Nelle ipotesi di Definizione 2.6, se x € 0A si ha
/2 /2
(det[DB(x)! x DO ()]) " = lim (det[DD(ap)’ x D®(ap)]) "~ = lim Jeo(ay)

per ogni successione {a} C A convergente a x. Quindi la funzione

T (det[DCD(x)t X D<I>(x)])1/2 , teA=C

non dipende dalla scelta dell’estensione ¢ (ma solo da ¢) e per questo motivo sara indicata,
quando servira, con la stessa notazione J.

OSSERVAZIONE 2.11. Adottiamo la notazione introdotta in Definizione 2.6. Allora:

e Per una (1, V)-parametrizzazione regolare si ha
Jp(z) = |¢'(x)|, per ogni x € A;
e Per una (2, 3)-parametrizzazione regolare si ha
Jo(x) = [Dip(x) x Dap(x)], per ogni x € A;
e Per una (n, n)-parametrizzazione regolare si ha

Jo(z) =|det Dp(x)|, per ogni x € A.

[* XIV settimana (12/12/2016); 52 *]

Vale il seguente risultato di cui dimostriamo solo il caso delle superfici (n =2, N = 3).

PROPOSIZIONE 2.8 (**). Sia ¢ una (n, N)-parametrizzazione regolare. Allora (A) é una
sottovarieta n-dimensionale di RY di classe C' (dove A ¢ come in Definizione 2.6). Se
x € A allora {Dyp(x),...,Dpp(x)} € una base dello spazio tangente a p(A) nel punto
().
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OSSERVAZIONE 2.12. Considerazioni intuitive ci convincono facilmente del seguente fatto
(che si prova rigorosamente combinando la formula dell’area e [15, Theorem 6.27]) con-
cernente le curve:

Se C' & un intervallo compatto di R e ¢ : C — RY & una (1, N)-
parametrizzazione regolare, allora H'(¢(C')) coincide con 'estremo su-
periore della lunghezza delle curve poligonali inscritte in ¢(C').

L’esempio di Schwarz mostra che un fatto analogo non sussiste per le superfici. Infatti
esso prova che ogni superficie semicilindrica F & approssimabile (con arbitrario grado
di precisione) mediante superfici poliedrali inscritte in F e aventi facce “trasversali” alla
stessa . Cio consente a tali superfici approssimanti di avere area arbitrariamente grande.
In altri termini, 'estremo superiore dell’area delle superfici poliedrali inscritte in £ vale
+00.

Trattazione intuitiva della formula dell’area. Le seguenti considerazioni si riferiscono
esplicitamente a una (2, 3)-parametrizzazione regolare ¢ : C' — R3, ma si estendono in
modo semplice e naturale a una (n, N)-parametrizzazione regolare.

L’esempio di Schwarz ci fa capire come sia necessario produrre superfici poliedrali approssi-
manti aventi le facce che “si dispongono sempre di piu in posizione tangente a p(C), al
crescere del grado di approssimazione”. Descriviamo un modo per farlo:

e Preso Py € A, siano T'(¢) e T,(¢), rispettivamente, il triangolo interno ad A
di vertici Py, Py + (£,0), Py + (0,¢) e quello inscritto in ¢(C) di vertici ¢(F),
(p(PO + (57 O)), W(PO + (078))' Da

P — (P, P — (P,
i PREEN = e(R) _py py e E (0.9) —e(R)
e—0+ I e—0+ £

= Dop(P)

e poiché {D1p(Fy), Daw(Fy)} € una base dello spazio tangente a ¢(C) in ¢(F),
concludiamo che il triangolo T, (¢) tende a disporsi “in posizione tangente” a
©(C) in ¢(F), quando € — 0. Inoltre si ha

HA(Ty(2) _ (P + (2,0)) — (Ro)] x [p(Fo + (0,€)) — ¢(F)]l/2

L(T(e) e?/2

_ (P + (£,0)) — o(F) v (P +(0,€)) — o(F)

e quindi (ricordando anche il secondo punto di Osservazione 2.11)
2

L HAT(e)

e=0+ L2(T(e))

II numero Jp(Py) pud pertanto essere interpretato come “fattore di trasfor-
mazione dell’area indotto da ¢ in (F)”.

= [D1p(Fy) x Dyp(FRy)| = Jo(F).
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e Consideriamo, nel piano, il reticolo triangolare isoscele-retto di passo ¢ e sia
{Ti(e)|i=1,... ,N(¢)} la famiglia dei triangoli individuati da tale reticolo che
sono contenuti in A. Indichiamo con P;(¢) il vertice del triangolo T;(¢) corrispon-
dente all’angolo retto e sia T}, ;(¢) il triangolo inscritto in ¢(C') di vertici ¢(Pi(¢€)),
©(Pi(e) + (£,0)), ¢(Pi(e) + (0,¢)). Allora la superficie poliedrale

N(e)

'—U1 Tyi(e)

¢ inscritta in p(C') e ha la proprieta “desiderata”: le sue facce “tendono a disporsi
in posizione tangente” quando € — 0. Inoltre, se f : ¢(C) — R ¢ una funzione
continua, si ha

N PRI (o) = 52 o p e Tesl) o
N(e)
= ; Fle(Pi(€)))di(e) L2(Ti(e)) +
N(e)
+ ; F(e(Pi(e)) o (Pi(e)) L2(Ti(e))
dove
_ HH(Ti(e))

5;(e) = e Jo(Pi(e)).

La combinazione dei due punti precedenti fornisce uno sketch di prova della formula
dell’area per una (2, 3)-parametrizzazione regolare:

/ fdH? :/(fogo)Jgod£2.

©(C) A

Ora possiamo finalmente enunciare efficacemente il teorema generale della formula dell’area,
per una dimostrazione completa del quale si rimanda a [6, 7] (per esempio).

TEOREMA 2.11 (Formula dell’area). Siano date una (n, N)-parametrizzazione regolare
0 : C — RN e una funzione continua f : p(C) — R. Allora vale lidentita

L(c)fd%n - /A(fog‘?)‘]@dﬁ" (: /C(fOQO)JcpdE'”).

COROLLARIO 2.5 (°). Siano ¢ : C — RY e : K — RN due (n, N)-parametrizzazioni
regolari aventi la stessa immagine E (i.e. o(C) = Y(K) = FE) e sia f : E — R una
funzione continua. Allora

[(Fopteact = [ (fov)uwac:

Da Teorema 2.11 e dai primi due punti di Osservazione 2.11 segue subito il seguente
risultato.

COROLLARIO 2.6 (°). Valgono i sequenti fatti (dove A é come in Definizione 2.6):
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(1) Sey:C — RY ¢ una (1, N)-parametrizzazione regolare e se [ : v(C) — R ¢ una
funzione continua, allora

1 _ ° ! 1.
[y FiH = [ (Fonlac’

(2) Se p: C — R? ¢ una (2,3)-parametrizzazione regolare e se f : o(C) — R ¢ una
funzione continua, allora

dH? = D Dyl dL2.
L(C)f H /A(fosO)I 19 X Dyl

Da Teorema 2.11, dal terzo punto di Osservazione 2.11 e da (2) in Teorema 1.9 segue poi
la seguente formula per il cambiamento di variabile nell’integrale.

COROLLARIO 2.7 (°). Se ¢ : C — R"™ ¢ una (n,n)-parametrizzazione regolare e se f :
©(C) — R ¢ una funzione continua, allora

[ L = [ (o) [det(Dy)] dL”

dove A e come in Definizione 2.6.

6. Formule di Gauss-Green

Per discutere la nozione di orientazione di una parametrizzazione ¢ utile la seguente
definizione

DEFINIZIONE 2.7. (1) Sev : C — RN (C = A) ¢ una (1, N)-parametrizzazione
regolare, allora il “campo tangente unitario a v” é definito come seque:
/
A= SN n = l;
v v |,y/|
(2) Sep:C =R (C=A) ¢ una (2,3)-parametrizzazione regolare, allora “il campo
normale a p” é:

Dl(,D X DQQD
A= S? ="
v " " [Dip x Doyl

[* XV settimana (19/12/2016); 56 *|

Passiamo ora a definire le nozioni di curva regolare a tratti e di superficie regolare a tratti.

DEFINIZIONE 2.8. Si consideri una famiglia finita di (1, N)-parametrizzazioni regolari
vi:Ci = RN (i=1,... k)

tali che, posto T'; := ~;(Cy):

(i) C; é un intervallo;
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(i) Iy NT; =0r;NOL; per ogni i,j coni # j.

Allora T = UE_|T; ¢ detta “curva regolare a tratti”(risp. “curva regolare”, se k = 1).
Ogni T'; e detto “tratto regolare” di I'. Inoltre (ricordando che, per Definizione 2.6, esiste
un aperto A; tale che A; = C; eccetera... ) Uinsieme T := ~;(A;) & detto “parte interna”
di ;. Infine, se T € il campo vettoriale definito come seque

T Ulefj —~ SV 7 Ai)*l

Iy =Ty © (i

allora la coppia (', T) & detta “curva regolare a tratti orientata”e la famiglia {v;} ¢ detta
“parametrizzazione” di (I', 7).

DEFINIZIONE 2.9. Si consideri una famiglia finita di (2, 3)-parametrizzazioni regolari
gOiICZ'—>R3 (Z:L,l{)
tali che, posto ¥; := ;(C;):

(i) 9C; € una curva regolare a tratti;

(ii) 3, NX; = 0%X; N 0%, per ogni i,j con i # j.

Allora ¥ = UF_|X; ¢ detta “superficie regolare a tratti”(risp. “superficie regolare”, se
k=1). Ogni ¥; ¢é detto “tratto regolare” di 3. Inoltre (ricordando che, per Definizione
2.6, esiste un aperto A; tale che A; = C; eccetera... ) Uinsieme ¥F = p;(A;) & detto
“parte interna” di ;. Infine, se v € il campo vettoriale definito come seque

Az’)_l

allora la coppia (X,v) e detta “superficie regolare a tratti orientata” e la famiglia {p;} €
detta “parametrizzazione” di (X,v).

viU Yy 5 §? b

nr =V, © (%

OSSERVAZIONE 2.13. Se (I', 7) ¢ una curva regolare a tratti orientata, allora 7 ¢ continuo
nella parte interna di ogni tratto regolare di I'. Analogamente, se (X, v) € una superficie
regolare a tratti orientata, allora v € continuo nella parte interna di ogni tratto regolare

di X.

OSSERVAZIONE 2.14. Non e difficile provare che per una (n, N )-parametrizzazione regolare
(con la notazione di Definizione 2.6) si ha d[p(C)] C ¢(0A). Inoltre, poiché per ipotesi
si ha £"(0A) = 0, la formula dell’area con molteplicita (che generalizza Teorema 2.11 e
per la quale rimandiamo a [6]) implica H"(¢(0A)) = 0. Ne segue che H"(9[p(C)]) = 0.
Quindi:

e Se I' e una curva regolare a tratti, allora la frontiera di ogni tratto regolare I'; &
H!-nulla (in questo caso speciale la premessa in realtad non serve perché & ovvio
che OT'; contiene al pit due punti). Quindi, se per ogni ¢ si ha una funzione
continua e limitata f; : I'; — R, allora

ry = fi
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¢ una funzione definita H'-q.o. in I e si ha
/chml :Z/F*fid’z'-ll;

e Se X e una superficie regolare a tratti, allora la frontiera di ogni tratto regolare

¥; ¢ H2nulla. Quindi, se per ogni ¢ si ha una funzione continua e limitata
fi 1 X7 = R, allora

¢ una funzione definita H?-q.o. in ¥ e si ha

/ZdeQ:Z/E:fid’HQ.

:fi

Grazie a Osservazione 2.13 e a Osservazione 2.14 si puo dare la seguente definizione.

DEFINIZIONE 2.10. Dati una curva regolare a tratti orientata (I',7) in RN e un campo
continuo F : T — RY | si definisce I “integrale di F su (I',T)” come seque:

/ FZZ/F~TdH1.
(r,7) T

Analogamente, dati una superﬁcie regolare a tratti orientata (3,v) e un campo continuo
F : Y — R3, si definisce I’ “integrale di F su (3,v)” come seque:

/EV Foe /F v dH?.

Da Definizione 2.8, Definizione 2.9 e Definizione 2.10 segue subito il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 2.9 (*). Sia (I',7) una curva regolare a tratti orientata in RY e sia F :
' — RY un campo continuo. Allora, se {~;} ¢ una parametrizzazione di (T',T), si ha:

F= /F 3o~ dL
/. > [, (F o

Analogamente, sia (X,v) una superficie regolare a tratti orientata e sia F : ¥ — R3 un
campo continuo. Allora, se {p;} € una parametrizzazione di (X,v), si ha:

[* XVI settimana (20/02/2017); 60 *]

DEFINIZIONE 2.11. Un sottoinsieme E di R? ¢ detto “ro-semplice”se esistono due funzioni
continue

f,g:]a,b] = R (—o0 < a<b<+00)
con le sequenti proprieta:

(i) E={x € a,b] x R| f(z1) < x9 < g(z1)} (in particolare E & compatto);
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(i) Esistono a; € [a,b] (1 = 0,...,k) con ag = a, ax = b e a; < a;1 tali che le
Junzioni flia; aii1] € Gllasais,] SOn0 di classe C* (peri=0,... k—1).

Qi1

In modo del tutto analogo si definiscono gli insiemi x1-semplici. Un sottoinsieme di R? si
dice “semplice” se esso e x;-semplice per i = 1,2. Infine chiameremo “insieme composto”
ogni unione finita di insiemi semplici E; tali che E; N E; = OE; N OE; per ogni i,j con
i 7.

DEFINIZIONE 2.12. Un sottoinsieme E diR? ¢ detto “rs-semplice”se esistono una famiglia
finita {C\, ... ,Cy} di sottoinsiemi compatti di R* e due funzioni continue

f,g:C—>R, C:=CU---UCy
tali che:

(i) E={x € CxR| f(x1,22) < x3 < g(x1,22)} (in particolare E & compatto);

(ii) Ogni C; é la chiusura di un aperto la cui frontiera é una curva regolare a tratti;

(iii) C;NCy; = 0C; NAC; per ognii,j con i # j;
)

(iv) Per ogni i, le funzioni f|c, e glc, sono di classe C*.
In modo del tutto analogo si definiscono gli insiemi x1-semplici e gli insiemi xo-semplici.
Un sottoinsieme di R3 si dice “semplice” se esso ¢ x;-semplice per i = 1,2,3. Infine

chiameremo “insieme composto” ogni unione finita di insiemi semplici F; tali che E; N
E; = 0E; N OLE; per ognii,j coni # j.

OSSERVAZIONE 2.15. Se E & un sottoinsieme composto di R? (risp. R3), allora OF & una
curva (risp. superficie) regolare a tratti. Pertanto ogni funzione continua e limitata nelle
parti interne dei tratti regolari di OF risulta essere integrabile in OF.

Possiamo finalmente enunciare e provare il teorema relativo alle formule di Gauss-Green
in R® (Teorema di Gauss della divergenza).

TEOREMA 2.12 (**). Sia E un sottoinsieme composto di R3 e sia v il campo di vettori
normali esterni definito nelle parti interne dei tratti regolari di OE. Allora per ogni
funzione h : E — R di classe C' vale lidentita

/ DihdL? = / hugdH? (i =1,2,3).
E o
Quindi, se F : E — R3 & un campo vettoriale di classe C', si ha
/ div F d? :/ FovdH
E OE

Poiché (OFE,v) & una superficie regolare a tratti orientata, quest’ultima identita si puo

TISCTIVETE COME SEeque:
[ dwFac’= [ F
E (OE )
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Lo stesso argomento prova anche il seguente teorema di Green nel piano.

TEOREMA 2.13 (*). Si consideri un sottoinsieme composto E di R*. Sia 75 = (Tg1,TE2)
il campo di vettori unitari tangenti a OF continuo nelle parti interne dei tratti regolari e
tale che vg := (Tga, —TE,1) sia il campo di vettori normali esterni a OE. Allora per ogni
funzione h : E — R di classe C' vale lidentita

/ DihdL? = / hvp,dH' (i =1,2).
E OF
Quindi, se F : E — R? ¢ un campo vettoriale di classe C', si ha
[LawFact= | Fvgan
E o
Infine (OF,Tg) é una curva regolare a tratti orientata e

/ F= / (DyFy — Dy Fy) dL2.
(8E,7—E) E

[* XVII settimana (27/02/2017); 64 *|

OSSERVAZIONE 2.16. Sia ¢ : C' — R3 una (2,3)-parametrizzazione regolare (C' = A,
con la notazione di Definizione 2.6). Consideriamo un sottoinsieme composto F di A e
definiamo il campo vettoriale 7z come in Teorema 2.13. Sappiamo allora che (OF, 1g)
¢ una curva regolare a tratti orientata. Sia {v; : [a;,0;] — R?*|i = 1,... ,k} una sua
parametrizzazione e sia (.S, v) la superficie regolare orientata determinata da ¢|g, i.e.

S:=p(E), v:=v,0(plp)"
Osserviamo che ogni ¢ o ; ¢ una (1, 3)-parametrizzazione regolare e la famiglia {¢ o v;}

soddisfa le ipotesi di Definizione 2.8. Pertanto tale famiglia genera una curva regolare a
tratti orientata (', 7), dove

k
= 90072 (aw i (Uf)/z al; i )ZSO((?E):(?S

A

1
e, perognit=1,... k

(pom)(t)
O((pO’yﬂ(t) - |(Q007i)/(t)|’ te (awbl)
Vale il seguente teorema di Stokes.

TEOREMA 2.14 (**). Nelle ipotesi e con la notazione di Osservazione 2.16, se U ¢ un
sottoinsieme aperto di R® contenente S e se F' € CY(U,R?) allora si ha

/ rot F = F
(S,v) (08,1)

/ rot F' = F.
(S,—v) (08,—1)

e quindi anche






CHAPTER 3

Spazi L? e serie di Fourier

[* XVIII settimana (06/03/2017); 68 *]

1. Spazi LP

OSSERVAZIONE 3.1. Sia (X, A4, 1) uno spazio con misura e sia f : X — R una funzione
misurabile. Indichiamo allora con M l'insieme dei maggioranti essenziali di |f| e cioe:

My :={M € [0,400] | M > [f(x)| per p-q.0. x}
={M € [0, +oo] [ p({z | M < |f(x)[}) = 0}.
Allora valgono i seguenti fatti:
e My ¢ una semiretta destra;
e My ¢ chiusa, i.e. inf My € M.

DEFINIZIONE 3.1. Siano (X, A, 1) uno spazio con misura e p € [1,+00]. Per ogni funzione
masurabile f: X — R, poniamo

Uil o= d Ux IFPd)'" se 1< p < oo,
P mian sep= “+00.

Indicheremo con LP(X) la classe delle funzioni misurabili f : X — R tali che || f||, < co.
TEOREMA 3.1 (*). Siano (X, A, i) spazio con misura, p € [1,+00] e f: X — R misura-
bile. Allora

(1) [[fllp = 0;
(2) |Ifll, =0 se e solo se f =0 quasi ovunque (rispetto a p);

B3) llefllp = el f1lp, per ogni c € R.

TEOREMA 3.2 (Disuguaglianza di Holder (**)). Sia (X, A, ) uno spazio con misura e
siano f,g: X — R due funzioni misurabili. Allora

[ 17gldn < £l lglly

dove p,p’ € [1,400] sono coniugati, cioé verificano una fra le sequenti ipotesi alternative:
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(i) p=1ep =+oo (o viceversa);
(i) p.p' € (1, +00) ¢
1 1
p D
TEOREMA 3.3 (**). Siano (X, A, 1) spazio con misura e p € [1,4+00]. Allora, per ogni
coppia di funzioni f,g € LP(X), vale la disuguaglianza triangolare
W+ 9l < Ifll, + llgllp (Disuguaglianza di Minkowsks).
OSSERVAZIONE 3.2. Facendo il quoziente di LP(X) rispetto alla relazione di equivalenza
f~g seesolose f=gq.o. (rispetto a p)
si ottiene in modo naturale uno spazio vettoriale. Inoltre la funzione
(1.1) LP(X)) ~ = [0,+00), [fT=[fllp

e una norma. Per semplicare la notazione, e consuetudine denotare tale spazio vettoriale
ancora con LP(X) e identificare [f] con f tutte le volte in cui la formula non dipende dalla
scelta della funzione nella classe di equivalenza. Per questo motivo la norma (1.1) della
classe di equivalenza di f si indica ancora con || f||,.

TEOREMA 3.4 (Fisher-Riesz (***)). Siano (X, A, u) spazio con misura e p € [1,+0o0].
Allora lo spazio vettoriale normato LP(X) € uno spazio di Banach.

Dalla dimostrazione di Teorema 3.4 segue subito il seguente risultato, che enunciamo
senza ricorrere alla semplificazione notazionale descritta in Osservazione 3.2.

PROPOSIZIONE 3.1 (°). Siano (X, A, u) spazio con misura e p € [1,+00]. Allora ogni
successione { f;} C LP(X) tale che {[f;]} converge in LP(X)/ ~ ha una sottosuccessione
convergente ji-q.0. a una funzione di LP(X).

OSSERVAZIONE 3.3. In generale una successione convergente in L”(X) non converge q.o.,
fatta eccezione per il caso p = 400 (esempio della “tendina”).

[* XIX settimana (13/03/2017); 72 *|

2. Serie di Fourier in uno spazio di Hilbert, un prontuario minimo
(meno di cosi non si puo...)

Introdurremo di seguito qualche elemento di teoria degli spazi di Hilbert (il minimo in-
dispensabile per la trattazione delle serie di Fourier che ci siamo dati come obiettivo della
parte finale del corso).

PROPOSIZIONE 3.2 (*). Se V' ¢ uno spazio vettoriale con un prodotto scalare (-,-), allora
la funzione
v | = (v, 0)Y2, veV

¢ una norma in 'V ed é detta “la norma indotta dal prodotto scalare (-,-)”.
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DEFINIZIONE 3.2. Uno “spazio di Hilbert” é uno spazio di Banach in cui la norma é
indotta da un prodotto scalare.

OSSERVAZIONE 3.4. Se (X, A, 1) ¢ uno spazio con misura, la norma || - ||z ¢ indotta dal
prodotto scalare

(f.9):= [ fodu  (f.g€ LX),
Allora L*(X) (con || - |]2) & uno spazio di Hilbert.

DEFINIZIONE 3.3. Sia H uno spazio di Hilbert. Allora un sottoinsieme F di H ¢ detto
“famiglia ortonormale (in H)” se per ogni x,y € F' si ha

(m’y):{o sex £y

1 sex=y.

Una “famiglia ortonormale completa (in H)” é una famiglia ortonormale F che soddisfa
la sequente condizione: se h € H ¢ tale che (h,z) =0 per ogni x € F allora si ha h = 0.

PROPOSIZIONE 3.3 (*). Sia F' una famiglia ortonormale in uno spazio di Hilbert H e si
indichi con T lo spazio vettoriale delle combinazion: lineari finite di elementi di F'. Se T’
¢ denso in H allora F' ¢ una famiglia ortonormale completa.

Come applicazione del Lemma di Zorn si prova facilmente 'esistenza di famiglie ortonor-
mali complete, e.g. [8, Theorem 8.44].

TEOREMA 3.5. Ogni spazio di Hilbert H contiene una famiglia ortonormale completa. Se
H ¢ separabile allora ogni famiglia ortonormale (in particolare, ogni famiglia ortonormale
completa) é numerabile.

TEOREMA 3.6 (***). Sia F' = {uy,us, ...} una famiglia ortonormale numerabile in uno
spazio di Hilbert H. Valgono allora i sequenti fatti:

(1) Seh € H e cy,ca,... sono numeri reali, si ha

m
i=1

per ogni m > 1. Inoltre l'uguaglianza vale se e solo se ¢; = (h,u;), per i =

m

1,...,m;
(2) Per ogni h € H si ha 3 ;(h,u;)* < ||h||* (disuguaglianza di Bessel);
(3) Siano cy,ca,... numeri reali. Allora Y, c;u; converge in H se e soltanto se

> ¢2 < +oo. In particolare, per ogni h € H, la serie > ;(h,u;)u; converge in

H;

(4) Se F ¢ completa, per ogni h € H si ha > ;(h,u;)u; = h. In particolare la se-
rie Y.;(h,u;)u; converge incondizionatamente, cioé la sua somma non dipende
dall’ordine dei suoi addends.
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Un’importante applicazione della teoria precedente si ottiene considerando lo spazio con
misura (X, A, ) indotto dalla misura esterna L!|y—- e prendendo il corrispondente
spazio di Hilbert H := L?(—7, ), cfr. Osservazione 3.4. Si tratta della cosiddetta “teoria
L? delle serie di Fourier” che qui descriveremo sommariamente.

Prima di tutto e facile provare che il “sistema trigonometrico”

(2.1) Fi= {\/IQ—W}U{COS\/; sm\/;t}jl

¢ una famiglia ortonormale in L?(—7, 7). Da Teorema 3.6 si ottiene allora che se f &
L*(—m,7) allora:

e La “serie di Fourier di f” definita come segue

[e.9]

(2.2) 217T(f, D+> [i(f, cosnt) cosnt + 71T(f, sinnt) sin nt]

n=1

converge in L*(—7,7);

e Vale la disuguaglianza di Bessel:

1 24 = Z [ f,cosnt)? + (f,sinnt)?

(2.3) o

< |71

OSSERVAZIONE 3.5. Dalla disuguaglianza di Bessel (2.3) segue subito che per ogni f €
L*(—m, ) si ha
lim [ f(t)cos(nt)dt = lim [ f(t)sin(nt)dt = 0.

n—0o0 -7 n—oo _—

[* XX settimana (20/03/2017); 76 *]

In realta l'insieme F' definito in (2.1) & una famiglia ortonormale completa. Questo fatto
si puo dimostrare utilizzando i seguenti due risultati di approssimazione, che enunciamo
soltanto. Il primo si ottiene per regolarizzazione mediante prodotto di convoluzione [1,
Corollario IV.23], mentre il secondo ¢ una conseguenza del Teorema di Stone-Weierstrass
(5, 17].

TEOREMA 3.7. Lo spazio vettoriale Co(—m,m) & denso in (L*(—m,7), || - [|2)-

TEOREMA 3.8. Sia ¢ € C(K), con K un sottoinsieme compatto di R™. Allora per ogni
e > 0 esiste un polinomio P : R" — R tale che supg |¢ — P| < e.

Infatti, da Teorema 3.7 e Teorema 3.8 otteniamo:

COROLLARIO 3.1 (**). Le combinazioni lineari finite di elementi del sistema trigono-
metrico (2.1) formano uno spazio vettoriale denso in (L*(—m,m), || - ||2). Quindi, per
Proposizione 3.3, il sistema trigonometrico ¢ una famiglia ortonormale completa.
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Da Corollario 3.1 e Teorema 3.6(4) segue ora subito il seguente risultato.

COROLLARIO 3.2 (°). Per ogni f € L*(—m,n), la serie di Fourier (2.2) converge incon-
dizionatamente a f in (L*(—m,7), || - [|2)-

Combinando Corollario 3.2 e Proposizione 3.1, otteniamo:

COROLLARIO 3.3 (°). Se f € L2(—7r 7T) allora esiste una sottosuccessione di
1

(2.4) Sy(x) = f 1) +Z f cosnt) cosnz + —(f,sinnt) sin nx
T

che converge puntualmente quasi ovunque in (—m, ) alla funzione f.

OSSERVAZIONE 3.6. Nel 1915 Lusin pose la questione della convergenza quasi ovunque di
“tutta” la successione (2.4). La risposta affermativa venne oltre cinquant’anni dopo, in
un profondo lavoro di Lennart Carleson [2].

3. Convergenza puntuale della serie di Fourier
per una funzione regolare a tratti

Per questa ultima parte del corso, la bibliografia di riferimento e il secondo capitolo
dell’opera [9].

DEFINIZIONE 3.4. Sia data una funzione 2mw-periodica f: R — R. Allora:

(i) f ¢ detta “continua a tratti” se
— Uinsieme D dei punti di discontinuita di f in [—7,7) & vuoto o finito
— per ogni xg € D esistono finiti i limati sinistro e destro

f(xo—0) = xli)g(}_f(@a flzo+0) = xli)g}Jrf(x);

(ii) f ¢é detta “regolare a tratti” se
— ¢ continua a tratti secondo la descrizione data in (i);
— esiste un sottoinsieme finito E di [—m, ) tale che E D D e f ha derivata
continua ed equilimitata in [—m, m)\E.

Vale il seguente risultato sulla convergenza puntuale e sulla convergenza puntuale uni-
forme.

TEOREMA 3.9. Sia f: R — R una funzione 2m-periodica e regolare a tratti. Allora:

(1) Per ogni x € R, la serie di Fourier di [ in x é uguale a

fx—=0)+ f(z+0)
5 :
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In particolare, se f € continua in x, allora la serie di Fourier di f in x é uguale
a f(x).

(2) La serie di Fourier di f converge uniformemente a f in ogni intervallo chiuso in
cui f e continua;

(3) Se f ¢ continua, la sua serie di Fourier converge uniformemente a f.

OSSERVAZIONE 3.7. Consideriamo una funzione 2m-periodica e continua a tratti f : R —
R. Allora possiamo scrivere la serie di Fourier di f:

(3.1) % + > (a, cosnx + by, sinnz) (x € R)
n=1
dove |
an::—/ f(t) cosnt dt (n=0,1,2,...)
™ J—m
e |
bn::—/ f(t)sinnt dt (n=1,2,...).
™ J—7

Si vede subito che:

(1) Se f ¢ dispari, la (3.1) ¢ una “serie di soli seni”, cio¢ a,, = 0 per ogni n e si ha
2 T
bn:—/ f(t)sinntdt (n=1,2,...);
7 Jo
(2) Se f ¢ pari, la (3.1) € una “serie di soli coseni”, cioe¢ b, = 0 per ogni n e si ha
2 ™
an:—/ f(t) cosntdt (n=0,1,2,...).
7 Jo

OSSERVAZIONE 3.8. Naturalmente la teoria della serie di Fourier che abbiamo presentato
per le funzioni 27-periodiche puo essere “riformulata” per le funzioni 2 L-periodiche: basta
rifare tutto applicando i risultati astratti allo spazio di Hilbert H := L?(—L, L), dove lo
spazio con misura considerato stavolta ¢ quello indotto da £'_ (—L, L). Per cominciare,
il sistema trigonometrico da utilizzare in questo caso ¢

1 U 1 T 1 .7 . >

— ——cos —nt, —=sin —n )

NGT78 e BY/ R A s A
Eccetera.

OSSERVAZIONE 3.9. Dalle serie di Fourier di puo ottenere una funzione continua in R (e
27-periodica) che non & derivabile in alcun punto, si veda per esempio [10, Cap. 2, Sez.
6].



CHAPTER 4

Successioni e serie di funzioni

[* XXII settimana (03/04/2017); 84 *|

1. Successioni di funzioni

DEFINIZIONE 4.1. Sia X C R e sia f, : X - R (n = 1,2,...) una successione di
funzioni. Allora l'insieme

D = {x e X ‘ esiste finito nl_l)grloo fn(:c)}

¢ detto “insieme di convergenza puntuale ” di {f,}. La funzione

f:D—-R, z+— Ewan(x)

n

¢ detta “(funzione) limite puntuale di {f,}”e si scrive: f, — f in D.

DEFINIZIONE 4.2. Sia X C R e sia f, : X - R (n = 1,2,...) una successione di
funzioni. Allora si dice che “{f,} converge uniformemente in un sottoinsieme E di X a
una funzione f7 se f € definita nei punti di E e se

sgg |fu(z) — f(x)] = 0, quando n — +oo.
OSSERVAZIONE 4.1. Se f,: X = R (n=1,2,...) converge uniformemente a f in £ C R
allora f,, converge puntualmente a f in F, cioe lim, o fn(z) = f(x) per ogni z € E.
EsEMPIO 4.1. La successione
fn R—=>R, x—2a"
ha come insieme di convergenza D := (—1,1] e come funzione limite

(o) = {O sex € (—1,1)

1 sex=1.

Inoltre {f,,} converge uniformemente in ogni sottoinsieme chiuso di (—1,1), ma non con-
verge uniformemente in (—1, 1) e quindi nemmeno in (—1, 1].

TEOREMA 4.1 (**). Sia X C Resia f, : X - R (n =1,2,...) una successione di
funzioni che converge uniformemente alla funzione f in E C X. Se le funzioni f, sono
continue in E allora anche f é continua in E.

OSSERVAZIONE 4.2. Il fatto che la successione in Esempio 4.1 non converga uniformemente
in (—1, 1] segue anche da Teorema 4.1.

37



38

OSSERVAZIONE 4.3. Esempio 4.1 mostra che I'ipotesi di convergenza uniforme assunta in
Teorema 4.1 non puo essere sostituita da quella di convergenza puntuale. Sotto questa
ipotesi piu semplice la continuita non passa al limite nemmeno quando D = R. Per
esempio, se

0 sex e (—o0,0]

fo(z) =< nx sex e (0,1/n)

1  sexell/n,+00)
allora { f,,} € una successione di funzioni continue che converge puntualmente alla funzione
caratteristica di (0, +o00) in R.

TEOREMA 4.2 (**). Ogni spazio vettoriale normato di dimensione finita é uno spazio di
Banach.

PROPOSIZIONE 4.1 (*). Sia W un sottospazio vettoriale chiuso di uno spazio di Banach
(Vi - 1), Allora (W, ]| - ||) é uno spazio di Banach.

PROPOSIZIONE 4.2 (*). Sia E C R. Allora l'insieme

L>(E) :—{f:E—>R

sup | f(z)] < —i—oo}
zeE

con le ordinarie operazioni di somma e di moltiplicazione per scalare delle funzioni ¢ uno
spazio vettoriale. Inoltre la mappa

L=(E) = [0,400), fr>sup|f(z)l

zeFR

¢ una norma, indicata con || - || .-

OSSERVAZIONE 4.4. La convergenza uniforme in E' ¢ piu generale di quella in L>*(FE). Per
esempio, consideriamo la successione f, : (0,1) = R (n =1,2,...) definita come segue

1 1
n = -+ —, € (0,1
falz) = —+ z € (0,1)
esia f:(0,1) — R definita da
1
f(x) :=—, z e (0,1).
x
Allora f,, converge uniformemente a f in (0, 1), ma poiché

Fofn & L2((0,1)
la scrittura || f,, — flloo,(01) = 0 & semplicemente scorretta e priva di significato.

PROPOSIZIONE 4.3 (*). Sia EC X CResia f,: X - R (n=1,2,...) una successione
di funzioni. Allora:

(1) Se{fn} converge uniformemente in E a f € L*(FE), allora f,|g € L*(FE) defini-
tivamente e fu|g — f in L¥(FE);

(2) Sia fu|lg € L®(F) per ogni n e sia f € L®(E). Se f,|lp — f in L>®(E), allora
fn converge uniformemente in E a f.
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TEOREMA 4.3 (**). Sia E C R. Allora:

(1) (L*=(E),| - llco.r) € uno spazio di Banach;
(2) Cyo(E) :== C(E)NL>®(E) é un sottospazio vettoriale chiuso di (L>*(E), || - ||cc,r) €

quindi (Cy(E), || - |lco,r) € uno spazio di Banach. In particolare se E é compatto,
dato che in tal caso Cy(E) = C(E), si ha che (C(E),|| - ||co,z) € uno spazio di
Banach.

[* XXIII settimana (10/04/2017); 88 *]

OSSERVAZIONE 4.5. Esistono spazi vettoriali normati non completi (osserviamo che tali
spazi non possono avere dimensione finita, per Teorema 4.2). Per esempio, consideriamo
'insieme dei polinomi a cofficienti reali in (0,1/2), cioe

P ={flo2 | f € Rlzl]}.
Allora P ¢ un sottospazio vettoriale di L>°((0,1/2)). Consideriamo la successione {f,} C
P con
fal@)=1+z+2*+.. . +2", x€(0,1/2).
Osserviamo che (per ogni m,n con m >n > 0):

fn(x) = fulz) = 2" 1+ ...+ 2™ = "1 — ™)

1—=z
da cui si ottiene
1/2n+1 1
_ < 1= -
| frn = fallooy0,1/2) < 3 o
Ne segue che {f,} ¢ una successione di Cauchy in (P, | - ||x,0,1/2)), quindi anche in

(L>®(E), || - lo,(0,1/2))- Per Teorema 4.3 esiste f € L>°((0,1/2)) tale che
i [ fr = fllso,0.1/2) = 0-

n——+oo

Ma tale f puo essere calcolata esplicitamente. Infatti essa deve essere anche il limite
puntuale delle f,,, per cui e in effetti sappiamo che

f@)= lim fo@)= lm (1+zt...+a") =

n——+oo n——+00 1—=x

per ogni x € (0,1/2). Si vede cosi che f & P.

Dalla formula di Taylor con resto in forma integrale, otteniamo il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 4.4 (*). Si considerino f € C*(a,b) exy € (a,b), dove (a,b) é un qualsiasi
intervallo limitato di R. St supponga inoltre che esista una costante C' > 0 tale che

sup | (x)| <C"
z€(a,b)
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per n sufficientemente grande. Allora limy, o0 || Togn — flloo,(ap) = 0, dove Ty, indica il
polinomio di Taylor di grado n con centro in xq, cioé

f(2) ()
2

f(n)(%)

n!

Toom() = fx0) + [V (o) (2 — 30) + (x—x0)® +...+ (x — x0)".
Vale il seguente teorema di passaggio al limite nell’integrale.

PROPOSIZIONE 4.5 (*). Sia {f,} una successione convergente a f in (C([a,b]), || |loc,fap])-

Allora
. b b
Jm [r= [y

OSSERVAZIONE 4.6. Proposizione 4.5 segue banalmente dal teorema dalla convergenza
dominata di Lebesgue (cfr. Teorema 2.7 e Teorema 2.4), osservando prima che, per n
sufficientemente grande e uniformemente in x, si ha

[fn(@)] < |ful) = F)] + 1f(@)] < 1 fn = Fllocart + [ ooty < 14 [[f oo fa

per ogni z € [a, b

Come corollario otteniamo anche questo risultato sul passaggio al limite della derivata.

COROLLARIO 4.1 (*). Sia [a,b] un intervatto compatto di R e consideriamo una succes-

sione {f,} C C([a,b]) tale che:

(i) {fn} converge puntualmente in [a,b]. Sia f il limite;

(ii) {f} converge in (C(la,b]),| - |looap)). Sia g il limite.

Allora f € C*([a,b]) e pit precisamente si ha f' = g.

2. Serie di funzioni generiche

DEFINIZIONE 4.3. In uno spazio vettoriale normato (V, ||-||), consideriamo una successione
{v;} € V. Diremo allora che “la serie dei v; converge totalmente (in V)" se la serie dei
[v;|| converge (inR), cioé se limy 400 X0y [|vs]| < +o0.

PROPOSIZIONE 4.6 (*). Consideriamo uno spazio di Banach (V|| - ||) e una successione
{v;} C V tale che la serie dei v; converge totalmente in V. Allora tale serie converge
anche semplicemente in V.

Da Teorema 4.3 e da Proposizione 4.6 seguono subito i seguenti risultati.

COROLLARIO 4.2 (°). Sia E C R e sia {f;} una successione in (L*°(E),| - ||lc,g) tale
che la serie delle f; converge totalmente in L>*(E). Allora tale serie converge anche
semplicemente in L°(E).
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COROLLARIO 4.3 (°). Sia E C R e sia {f;} una successione in (Cy(E),| - ||co,rz) tale che
la serie delle f; converge totalmente in Cy(E). Allora tale serie converge anche semplice-
mente in Cy(E).

COROLLARIO 4.4 (°). Sia E C R compatto e sia {f;} una successione in (C(E), | - ||co.2)
tale che la serie delle f; converge totalmente in C(E). Allora tale serie converge anche
semplicemente in C(E).

Da Proposizione 4.5 si ottiene subito il seguente teorema di integrazione per serie.

COROLLARIO 4.5 (°). Sia [a,b] un sottoinsieme compatto di R e consideriamo una suc-
cessione { f;} C C([a, b)) tale che la serie delle fj converga in (C([a, b)), || [|oo,p). Allora

b +oo b

ij—

a ] 1 a

Da Corollario 4.1 segue poi immediatamente il seguente risultato di derivazione per serie.

COROLLARIO 4.6 (°). Sia [a,b] un sottoinsieme compatto di R e consideriamo una suc-

cessione { f;} € C*([a,b]) tale che:

(i) La serie delle f; converge puntualmente in [a,b]. Sia F' il limite;

(ii) La serie delle f; converge in (C([a,b]), || - oo fa5])-

Allora F € C'([a,b]) e pit precisamente si ha

+oo
=>
j=1

Osserviamo che vale il seguente risultato (cfr. Proposizione 4.4).

COROLLARIO 4.7 (°). Si considerino f € C*®(a,b) e g € (a,b), dove (a,b) é un qualsiasi
intervallo limitato di R. Si supponga inoltre che esista una costante C > 0 tale che

sup | f(x) < O

z€(a,b)

per n sufficientemente grande. Allora la serie di potenze

400 £(n)
) ! n(le) (z — )"
n=0 :

converge totalmente in L™ (a,b) (e quindi, come gia sappiamo, converge anche in (L*°(a,b), ||-

HOO,(a,b)))'

[* XXIV settimana (17/04/2017); 90 *]
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Esempi.

[* XXV settimana (24/04/2017); 94 *]

3. Serie di potenze

PROPOSIZIONE 4.7 (*). Per una serie di potenze
+00

(3.1) ao+ »_ a;z’ (a; € R)
j=1

valgono le sequenti proprieta:

(1) Se (3.1) converge in un punto y € R\ {0}, allora essa converge totalmente in
(C(=r D), |- lloof-ra), per ognir < ly|;
(2) L’insieme in cui la serie converge é del tipo (—R, R), oppure [—R, R), oppure
(=R, R|, oppure [—R, R], dove
R := sup{|y| | la serie (3.1) converge in y}.

Tale numero e detto “raggio di convergenza della serie di potenze (3.1)7;
(3) Se R >0, la funzione

—+00
i ag+ Y a;r’, x€(—R,R)

j=1
e continua.
OSSERVAZIONE 4.7. I seguenti esempi mostrano che in effetti, per una serie di potenze, si

possono presentare tutti e quattro i casi di insieme di convergenza menzionati nel punto
(2) di Proposizione 4.7:

La serie 377 7 ha raggio di convergenza 1 e insieme di convergenza (-1, 1);

La serie > %xj ha raggio di convergenza 1 e insieme di convergenza [—1,1);

. —1) . . . .
La serie 37 & 0 ha rageio di convergenza 1 e insieme di convergenza (—1, 1]:
j=1 J s+

La serie 3, j%xj ha raggio di convergenza 1 e insieme di convergenza [—1,1].

PROPOSIZIONE 4.8 (**). Sia data una serie di potenze

(3.2) Zoj]ana:” (a, € R)

con raggio di convergenza R e poniamo

p = limsup |a, |/

n—-+o00
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Allora
0 se p = +00,
R = % se p € (0,400)
+oo  se p=0.

Inoltre, se per n sufficientemente grande si ha a,, # 0 ed esiste il limite
n——+00

Qn

allora tale limite coincide con p.

OSSERVAZIONE 4.8. In generale (se a,, # 0 definitivamente), non ¢ detto che valga una
delle uguaglianze

Anp41 An+41

lim sup
n—-+00

= lim inf =
p’ n—4o0o

Qn Qn

Un esempio e dato dalla serie
T4+ 202 + 23+ 4t + a5+ 620 + ...
per la quale siha p=1e

An1 An+1

Qn

=0.

= +00, lim inf

lim sup 1
n—-+0oo

n—-+0o

Qn

PROPOSIZIONE 4.9 (**). Le due serie di potenze
“+o0o +oo
Z a,z", Z na,z"
n=0 n=1

hanno lo stesso raggio di convergenza.

OSSERVAZIONE 4.9. Le due serie di potenze considerate in Proposizione 4.9 possono com-
portarsi in modo differente negli estremi +R dell’insieme di convergenza. Per esempio gli

insiemi di convergenza di
+o0 1 +oo
Z - xn, Z xnfl
n=1 n n=1

sono [—1,1) e (=1, 1), rispettivamente.

Da Corollario 4.6, Proposizione 4.7 e Proposizione 4.9 segue subito il seguente risultato
sulla derivazione delle serie di potenze.

PROPOSIZIONE 4.10 (**). Sia data una serie di potenze
+oo
Z anx"
n=0

con raggio di convergenza R > 0. Allora la funzione

+o0
z+— F(z) =Y a,a", z€(—R,R)
n=0
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appartiene a C*°(—R, R) e (per ogni k > 1) si ha
+oo

F®@)y =3 nn—1)---(n—k+ a,a"* z€(-R,R).

Esempi.

[* XXVI settimana (02/05/2017); 98 *]

Esempi



CHAPTER 5

Equazioni differenziali ordinarie

1. Introduzione

Considerazioni (parziali) intorno ai seguenti temi:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Esempi di problemi di Cauchy (e relative risoluzioni) tratti dalla fisica e dall’economia.
Soluzione generale di una EDO del primo ordine a variabili separate.

Soluzione generale di una EDO lineare del primo ordine, metodo del fattore
integrante.

EDO lineare di ordine n
Y (@) + a1 (2)y"Y + . a (@)Y (2) + ao(2)y(z) = b(x)

e sistema differenziale associato. La EDO (1.1) si dice omogenea se b = 0. La
EDO lineare omogenea associata a (1.1) ¢ la EDO lineare

y™(2) 4+ a1 (2)y™ Y + A an(2)y (2) + ao(x)y(x) = 0.
L’insieme delle soluzioni di una EDO lineare omogenea e uno spazio vettoriale.

Sia ¢ una qualsiasi soluzione della EDO lineare (1.1) e sia V' lo spazio vettoriale
delle soluzioni della EDO lineare omogenea associata (1.2). Allora V + ¢ coincide
con l'insieme di tutte le soluzioni di (1.1).

Equazione differenziale ordinaria (EDO) di ordine n in forma generica
Gla,y(@),y'(2),... .y™ () =0
e corrispondente problema di Cauchy. Eccessiva genericita di tale formulazione.
EDO di ordine n in forma normale
y™ (@) = fle,y(@),y' (@), ,y" ()

e corrispondente problema di Cauchy. Sistema differenziale del primo ordine
associato a (1.3):

d(x) = F(x,2(2)) = (22(2), ..., za(2), f(2, 2(2)))"
with z(x) = (21(2),. .., z,(2))". Equivalenza di (1.3) e (1.4):

(i) Se y(z) € O™ verifica (1.3), allora z(x) := (y(z),y'(z),... ,y" D (x)) € C*
e z(x) verifica (1.4);

45
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(i) Se z(z) = (21(x), ... , z,(x))t € Ct verifica (1.4) allora y(z) := 2z (z) € C" e
y(x) verifica (1.3).
Nel caso speciale dell’EDO lineare (1.1), il sistema equivalente (1.4) diventa

2 (x) = M(z)z(z) + B(z)

dove
0 1 0 0
0 0 1 0
M(z) = z
0 0 0 1
—ap(z) —ay(x) —az(x) —apn_1(7)
e

[* XXVII settimana (08/05/2017); 102 *|

2. Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine in forma normale

Il seguente teorema di punto fisso (di Banach-Caccioppoli) sara essenziale per provare il
successivo teorema di esistenza di soluzioni per il problema di Cauchy.

TEOREMA 5.1 (**). Sia (X, || - ||) uno spazio di Banach e sia K un sottoinsieme chiuso
di X. Inoltre sia T : K — K wuna contrazione, cioé esista ¢ < 1 tale che

[T(z1) = T(z2)|| < qlz1 — 22|
per ogni x1,x9 € K. Allora esiste uno e un solo ¥ € K tale che Tt =T.

TEOREMA 5.2 (**). Consideriamo un sottoinsieme aperto A di R*, F € C(A) e (xo,v0) €
A. Supponiamo inoltre che F sia localmente y-Lipschitziana in (o, o), cioé che esistano
r1 >0 e L >0 tali che:

(i) Q= [$0 —7”17%‘“”1] X [yo —7”1>yo+T1] C A;

(i) [F(z,31) — F(x,92)] < Llyr — ol per ogni v € [xg — 11,20 + 1] € per ogni
Y1, Y2 € [Yo — 71, Yo + 1.

Allora, posto

M := max |F|
Q
e scelto arbitrariamente {
. r1
ro <minq-———,— ¢,
0 {1 +M L}

esiste una e una sola u € C*([xg — 1o, 2o + 70, [Yo — 71, Yo + 71]) tale che u(zo) = yo e
u'(r) = F(r,u(r))

per ogni x € [xg — 1o, To + To).
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Lo stesso argomento che ha consentito di provare Teorema 5.2, permette di provare facil-
mente il seguente risultato per i sistemi differenziali.

TEOREMA 5.3 (°). Consideriamo un sottoinsieme aperto A di R, x R}, F € C(A,R"),
rg € R, e 29 € R? tali che (xg,20) € A. Supponiamo inoltre che F sia localmente
z-Lipschitziana in (xo, 20), cioé che esistano r1 > 0 e L > 0 tali che:

(i) Q= [370 —T1,To + 7“1] X (Zo + [—rl,rl]”) C A;

(ii) |F(z,21) = F(z,22)| < Llz1 — 22| per ogni © € [xo — 71,39 + 71| € per ogm
21, %9 c Zo [ 7”1,7“1] .

Allora, posto
M = mex |F|

e scelto arbitrariamente .
. (&
< -
o mm{1+M’ L}’
esiste una e una sola u € C'([xg — 1o, 2o + 10], 20 + [—71,71]") tale che u(xg) = 29 e
u'(z) = F(x,u(x))
per ogni T € [xg — 79, To + To)-

OSSERVAZIONE 5.1. Osserviamo che se A e un sottoinsieme aperto di R, x R7 e se F' €
C1(A,R"), allora F ¢ localmente z-Lipschitziana in ogni punto di A (per il teorema del
valor medio di Lagrange). Ne segue un risultato di esistenza e unicita locale, per il
problema di Cauchy, sotto la sola ipotesi che F' € C'(A,R").

OSSERVAZIONE 5.2. Al venir meno dell’ipotesi di Lipschitzianita locale, puo venir meno
anche 'unicita della soluzione del problema di Cauchy. Per esempio, se consideriamo il
caso

3
A= R27 F(Z‘,y) = 5 y1/37 <x07 yO) (O 0)
si vede subito che per ogni a > 0 la funzione
o () = 0 se r < a,
Y (@ —a)¥? sex>a

¢ soluzione del problema di Cauchy (la famiglia delle u, ¢ nota come “il baffo di Peano”).

D’ora in poi considereremo funzioni u aventi come dominio un intervallo di R che sara
denotato con I,,.

DEFINIZIONE 5.1. Siano date due funzioni
w:l,— R, v:I,—R.

Se I, C I, ev|;, = u, si dice che “v é un prolungamento di w”o che “v prolunga u”.
Una soluzione u : I, — R di un problema di Cauchy assegnato e detta “massimale” se
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non esiste un suo prolungamento v : I, — R, con I, # I,, che sia soluzione dello stesso
problema.

Il seguente risultato precede un teorema di esistenza di soluzioni massimali per il problema
di Cauchy.

LEMMA 5.1 (*). Siano dati un sottoinsieme aperto A di R*, F € C(A) e supponiamo che
F sia localmente y-Lipschitziana in ogni punto di A. Se (xo,y0) € A, consideriamo due
soluzions

u:l, > R, v:I,— R
del problema di Cauchy
(2.1) y'(z) = F(z,y(x))
y(@o) = yo.

Allora si ha v|1,n1, = ulr,1, -
[ XXVIII settimana (15/05/2017); 106 *|

TEOREMA 5.4 (**). Siano dati un sottoinsieme aperto A di R?, F € C(A) e supponiamo
che F sia localmente y-Lipschitziana in ogni punto di A. Se (xg,yo) € A allora esiste una
e una sola soluzione massimale del problema di Cauchy (2.1). Essa prolunga qualsiasi
soluzione u : I, - R di (2.1).

Valgono inoltre i seguenti due risultati che enunciamo soltanto (per le dimostrazioni si
veda per esempio il Cap. 4 di [13]).

TEOREMA 5.5. Siano dati un sottoinsieme aperto A di R?, F € C(A) e supponiamo che
F sia localmente y-Lipschitziana in ogni punto di A. Se (xg,yo) € A, consideriamo la
soluzione massimale

w:(a,b) =R
del problema di Cauchy (2.1). Allora per ogni sottoinsieme compatto K di A esiste € > 0
tale che (t,u(t)) € A\ K ogni volta che t € (a,a+¢)U (b—¢e,b).

TEOREMA 5.6. Sia A := (a, ) X R e consideriamo F € C(A) tale che:

(i) F' é localmente y-Lipschitziana in ogni punto di A;
(i) Esiste una costante C' per cui vale

[F(z,y)] < C(1+yl)
per ogni (x,y) € A.

Inoltre, se (xo,y0) € A, sia @ : Iz — R la soluzione massimale del problema di Cauchy
(2.1). Allora Iz = (o, B).



49

Infine, & facile dedurre da Teorema 5.6 la seguente generalizzazione.

TEOREMA 5.7. Sia A := (a, 8) x R e consideriamo F € C(A) tale che:

i ¢ localmente y-Lipschitziana in ogni punto di A;

i) F' ¢ localmente y-Lipschitzi ' ' to di A

(ii) Per ogni o/,B" € R tali che o < o/ < ' < B esiste una costante Cy g per cui
vale

[E(z,y)] < Corpr(1+[yl)
per ogni (z,y) € (/, B') x R.

Allora, se (xg,vy0) € A, la soluzione massimale del problema di Cauchy (2.1) ha come
dominio (c, 3).

OSSERVAZIONE 5.3. Come abbiamo gia visto nel caso del teorema di esistenza e unicita
locale delle soluzioni per il problema di Cauchy, anche Teorema 5.4, Teorema 5.5, Teorema
5.6 e Teorema 5.7 (che riguardano I'equazione scalare) si generalizzano banalmente al caso
del sistema differenziale.

3. Equazioni differenziali ordinarie lineari di ordine qualsiasi

Dati
ap, g, - - - ,anl,bEO«Oé,ﬂ)), To € (aaﬂ)a zOERn
consideriamo il seguente problema per EDO lineari di ordine n:
YO(2) + @t @)y D (@) + .+ ar(2)y () + aola)y(z) = b(z)
(31) / (n—1) t
(y(z0), ¥ (x0);s - sy (0))" = 2.

Come abbiamo gia osservato nel corso della lezione introduttiva sulle EDO, il problema
(3.1) & equivalente al problema di Cauchy:

(3.2) {ﬂ@—MuM@+Bm

z(x) = 2z
con z(x) = (z1(x), ..., z,(x)), dove
0 1 0 0
0 0 1 0
M(z) := :
0 0 0 1
—ap(r) —ar(x) —az(x) - —a,_1(x)

B(x) :=(0,...,0,b(x))".

Piu precisamente valgono i seguenti fatti:
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(1) Seu € C™((a, B)) risolve (3.1), allora (u, 1/, ... ,u™ V) appartiene a C((a, 3), R")
e risolve (3.2);

(2) Se U € C((a, B), R™) risolve il problema di Cauchy (3.2), allora U; appartiene a
C™((«, B)) e risolve (3.1).

Osserviamo che la funzione
F:A:=(a,p) xR" - R"

definita da
F(z,z) := M(x)z + B(x)
gode delle seguenti proprieta:

(i) Essa e localmente z-Lipschitziana in ogni punto di A;
(ii) Se o, " € Rsono taliche a <o’ < ' < fe

Cy g = max |[|[M(z)||+ max |B(x
o= max [M(@)] + max [B(z)

allora

|F(,2)] < Carpr (14 |2])
per ogni (z,2) € (o/,) x R". Osserviamo che (data la forma esplicita della
matrice M) si ha

n—1
IMP=n—1+ |a*.
7=0

Possiamo ora applicare Teorema 5.7 e ottenere subito il seguente risultato relativo al
problema (3.1).

TEOREMA 5.8 (°). Se zg € (o, B) e zo € R, allora esiste una e una sola u € C"((«a, )
che risolve il problema (3.1).

Vale il seguente teorema sulla struttura della famiglia delle soluzioni del problema (3.1).
PROPOSIZIONE 5.1 (**). Sia X linsieme delle soluzioni uw € C™((«, 8)) della EDO
Y™+ a, ™Y o ay +agy = Db
e sia o l'insieme delle soluzioni v € C"((«, B)) della EDO omogenea associata
Y™+ a1y Y 4+ ayy + agy = 0.
Inoltre sia Ao Uinsieme delle soluzioni U € C*((a, B),R™) del sistema differenziale
2= Mz.
Allora:

(1) g & un sottospazio vettoriale n-dimensionale di C"((a, B)) e Ag € un sottospazio
vettoriale n-dimensionale di C*((«, ), R™). Inoltre si ha dim X = dim Ag = n;
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(2) ¥ é non vuoto e presa una qualsiasi v € ¥ si ha ¥ = 3y + v.

PROPOSIZIONE 5.2 (*). Siano uy,... ,u, € Xy e sia W il campo Wronskiano di matrici
associato a {uy,... ,u,}, i.e.
ui(z)  up(e) e ug (@)
W)=| S re(n
n—1 n—1 n—
W' ) w @) e (@)

Se esiste x1 € (o, B) tale che det W (xy) # 0, allora {uy,... ,u,} é una base di .
[* XXIX settimana (22/05/2017); 110 *]

PROPOSIZIONE 5.3 (**). Sia x1 € (a, 5) e sia W il campo Wronskiano di matrici associa-
to a{ui,... ,u,} CXo. Allora la funzione w := det W € C'((«a, B)) soddisfa la sequente
identita .

w(z) =w(xy)e Ja, anfl(t)dt, z € (o, f).

In particololare, si possono verificare soltanto le sequenti proprieta alternative:

(i) w(z) # 0, per ogni x € (o, B);
(i) w(z) =0, per ogni x € (c, B).

EsemPIO 5.1. Consideriamo la EDO omogenea di ordine due a coefficienti costanti
y' +ay' +by =0

e osserviamo che e la verifica se

(3.3) M +a\+b=0.

Servendosi di Proposizione 5.2 e facile provare che una base dello spazio vettoriale ¥y e
data da:

o {eM? 27} se (3.3) ha due soluzioni reali distinte A\; e Ao
o {e* 2’} se (3.3) ha un’unica soluzione reale \;

o {e" coskx, e sinkx}, se (3.3) non ha radici reali e se h + ik sono le radici
complesse coniugate.

Esempi.

[¥ XXX settimana (29/05/2017); 112 *]

Esempi.
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