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Risoluzione degli esercizi

Esercizio 1
Consideriamo l'insieme compatto
C:={(0,p)]|0€[0,7/4], p € [1,2/ cosb]}
e la (2,2)-parametrizzazione regolare ¢ : C' — R? definita da
00, p) = (pcosh, psinb), 0,p) € C.

Allora si ha E = ¢(C) e quindi, per la formula dell’area e per il teorema di
Fubini:
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Esercizio 2

Consideriamo il campo di vettori

F(z,y) = (—y,z), (z,y) € R%.

Allora, per la formula di Green, si ha
F.rdH' = / (D1 Fy — DyFy)dL? = 2L3(E)
OE E

dove con 7 abbiamo indicato il campo tangente unitario che orienta OF positi-
vamente. Ne segue che

2£2(E):/ F~Td’H1+/ F-TdH'.
Cl CZ

Osserviamo che per ogni (z,y) € Cy si ha
F(m,y) 'T(xay) = (va) ’ (_1a0) =0

e quindi

2L%(E) =/ F.rdH!
Cy
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Esercizio 3

Convergenza puntuale. Si ha

0 sex <1
ngr—li-loo falz) =<1 sex=1
400 sex > 1.

Quindi l'insieme di convergenza puntuale & (—oo, 1] e il limite puntuale della
successione assegnata & dato dalla funzione f : (—oo,1] — R cosi definita

Fa) = {0 sex <1

1 sex=1.

Convergenza L. Osserviamo subito che se a € (—o0,1) allora la successione
non puo convergere uniformemente sugli insiemi del tipo [a, 1], in quanto (per n
sufficientemente grande) fy,|[4,1) ¢ continua, mentre il suo limite puntuale f][4,1
non lo &. Pertanto la successione non pud convergere in L*([a, 1]). A maggior
ragione essa non puod convergere in L*°((—oo,1]). Rimane da chiarire se la
successione converga in L™ ((—o0, b]) con —oo < b < 1 oppure in L*([a, b]) con
—00 < a<b< 1. A questo scopo procediamo allo studio della funzione f,,.

Osserviamo che f,, ¢ derivabile in ogni z # —e™ e si ha

ne"(x+e") —e™  n(zt+e”)—1 ..

Fal@) = (x +em)? - (x +em)?

che si annulla nel punto z,, := —e™ + 1/n. Allora f,, ha le seguenti proprieta:

e In (—o0,—e™) & negativa, decrescente e si ha

lim f,(z) =0, lim  fo(x) = —oc;

T—>—00 rz——e "—0

e In (—e", +00) & positiva. Inoltre essa &

— decrescente in (—e™, z,], con

r——e "+0
— crescente in [z, +00), con

lim f,(z) = +4o0.

r—+o0

Da queste proprieta segue ora che:



e Se —0o < b < 1, allora

”fn - f”oo,(foo,b] = ”fn”oo,(fomb] = 400

per n sufficientemente grande. Quindi la successione non converge in
L ((—00,b));

e Se —00 < a < b < 1, dato che z,, converge a —oo si avra che x, < a per
n sufficientemente grande. Quindi

1fn = Flloo.fas) = I fnlloo.fab) = (D)

per n sufficientemente grande. Se ne conclude che
i o= flogon = lmfab) = f) =0

e cioe che la successione converge in L*([a, b]) .



