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Risoluzione degli esercizi

1. Sia E il solido ottenuto da una rotazione completa intorno all’asse z della
seguente regione:

R:={(0,y,2) eR3|(y—1)?+ 22 <1,y <1,2>0}U ({0} x [1,2] x [0,1]).
e Rappresentare graficamente E;
e Calcolare

1= /( o (B =2)

dove v ¢ il campo normale a JF uscente.

Risoluzione. La frontiera di R ¢ 'unione delle seguenti quattro curve regolari:
e L’arco di circonferenza Cy := {(0,v,2)|(y — 1) +22 =1,y < 1,2 > 0};
o Il segmento Cy := {0} x [1,2] x {1};
o Il segmento C5 := {0} x {2} x [0,1];
o Il segmento Cy := {0} x [0,2] x {0}.

Allora, indicata con S; la superficie regolare ottenuta da una rotazione completa
di C; intorno all’asse z (i = 1,2, 3,4), si ha

OF =51 USyUS3U 8.

Naturalmente si ha

/ (—y,z,2(1 = 2))-v(x,y,2) dH? = / 2(1—2)dH? =0,
> Zoon >
=(0,0,1

/ (—y,z,2(1 = 2)) - v(z,y,2) dH* = / —2(1—2)dH* =0
Sa T/—)’ Sa
=(0,0,-1



1
/ (—y,x,2(1 = 2)) - v(z,y,2) dH? = 7/ —zy +xydH? = 0.
Sg A,—/ 2 52
=(=,9,0)/2
Quindi
I= [y ) viey. ) di”
S1
Per calcolare I serve allora una (2, 3)-parametrizzazione di S;. Per ricavarla,
consideriamo un punto (z,y, z) € Sy e siano (p, 0) le coordinate polari di (x,y),
cioe
x =pcost, y=psinb.

Allora z si puo ricavare dall’equazione
(p—1)*+22=1.

Si ottiene

2=V1-(p—1)>=V2p—p%

La (2, 3)-parametrizzazione di S; cosl individuata &

o(p,0) := (pcos@,psin@, V2p— p2) , (p,0) eC:=1]0,1] x [0,2m7].

Svolgendo semplici calcoli si trova rapidamente che

(p—1)pcos® (p—1)psind p)
V2o—p2 1 2p—p%

e quindi (osservando che la terza componente di v|g, € positiva)

B _ Dip(p,0) x Dap(p,0)  Dip(p,0) x Da(p,0)
v(p(p,0)) = vy(p,0) = D1o(p, 0) x Dap(p,0)] Jo(p,0)

Dl(P(,O, 9) X D290(p7 9) = (

per ogni (p,8) € (0,1) x (0,27). Dalla formula dell’area otteniamo finalmente
I:/ (—y,;mz(l—z))-z/(at,y7z)dH2
S1=¢(C)

=/ (—psinﬂ,pcosﬂ, V2p—p2(1 - \/2p—p2))
C

'<(p—1)pcosﬁ (p—1)psind p) JL2

V2o—p2 1 2p—p%

=/ (pV/2p — p? = 20 + p*) dL?.
C=[0,1]x[0,27]




Per il teorema di Fubini, il teorema di compatibilita fra 'integrale di Lebesgue
e l'integrale di Riemann e il teorema fondamentale del calcolo, si ha allora

- (/ (v 2p—p2—2p2+p3>dL1<0>>dL1<p>
[0,1] [0,27]
1
:277/ (pV/2p — p* —2p* + p*) dp
0
! 2 1
_ VI—p—12dp— 241
27r</0p 1—(p—1)2dp 3-1-4)

da cui, cambiando la variabile nell’integrale (1 — p = cost, con t € [0,7/2]) e
usando ancora una volta il teorema fondamentale del calcolo, si conclude

w/2 5
I=2n / (1 — cost)sin®tdt — —
o 12
w/2 m/2 5
=27 / sin? t dt — / sin?tDsint dt — —
0 0 12
T (sin3 25)75:77/2 5
=27 | — — - —
4 3 )., 12

cioe



2. Calcolare 'integrale dell’esercizio 1, usando il teorema di Gauss della diver-
genza.

Risoluzione. Per il teorema della divergenza si ha
I= / (—y,z,2(1 —2)) = / div(—y,z,2(1 — 2))dL? = / (1 —22)dL>.
(E,v) E E

Quindi, per il teorema di Fubini (sezioni piane parallele al piano zy) e per la
compatibilita misura-integrale,

I= /[071] (/Eza — 22) dL2(x,y)> dL'(z)

(1)
_ / (1 22)L2(E.) dL'(2).
[0,1]

Osserviamo ora che (per ogni z € [0,1]) E, ¢ la corona circolare centrata in
(0,0) avente come raggio inferiore e raggio superiore, rispettivamente, i numeri

1—+/1— 22 e 2. Pertanto
(2) L2(EZ):47T—(1—\/1—22>27r:7r(2+z2+2\/1—22).

Da (1), (2) e dal teorema di compatibilita fra I'integrale di Lebesgue e l'integrale
di Riemann, otteniamo

1
1:77/ (1-22) (2+22+2\/1722) dz.
0
Cambiando la variabile (z = sint, con t € [0,7/2]), segue
/2
I:’]‘(’/ (1—2sint) (2+sin®¢ + 2 cost) cost dt.
0

A questo punto il calcolo standard porta a concludere che

7T(7r—3).
2

I =



3. Studiare la convergenza della serie

io (nsini)n (n=1,2,...).

n=1

Risoluzione.

Convergenza puntuale. Posto

T n
W(z) = (nsinZ —1,2,...),
an(x) (nmnn) (n )
si ha (per ogni x # 0)
|z

|an(z)|1/n =nsin — = |z M
n

|z|/n
da cui segue
lim |a,(z)]"/" = ||, per ogni = € R.
n—-+4oo
Pertanto, indicato con D l’insieme di convergenza, si ha

(-1,1)c D C [-1,1].

Per capire se 1 appartiene o meno a D, calcoliamo lim,,_, 1 a,(1). A tal fine
osserviamo che

n

an( )—(nsmn) —( —l—nsmﬁ— > = [( +[3n> }
-1
B = (nsinl — 1> .
n

e Si ha lim,_, 4o 8, = +00 e quindi

1 Bn
Iim (14 — =e.
n——+o0o ﬁn

dove

Osserviamo che:

e Vale L
n o1 sin - — =
— =n’sin— —n= T,
’,’L —_
mn n2
da cui
sinz —x cosx — 1 —sinx
lim = lim = lim = lim =0.

n—-+o0o ﬂn z—0 (BQ x—0 2x z—0 2



Si ottiene cosi

(3) lim a,(1) =1

n—-+oo

da cui segue

1€ D.
Inoltre
e quindi

—-1¢D
Se ne conclude che

Convergenza totale.

e Primo tentativo: in (Cy((—1,1)), - |loc,(=1,1)): Si ha
||an||o<>,(—1,l) = Ssup

n n
. T .
(n Sin ) = Ssup (n Sin )
z€(—1,1) n z€[0,1) n

n n
. T 1
= max (nsin— = ( nsin —
z€[0,1] n n

lanlloo,(=1,1) = an(1).

e cioe
Da questa e da (3) segue che la serie data non converge totalmente in

(Co((=L1)) - lloe,(~1.1)-
e Secondo tentativo: in (C([~a,a]), | - [[c,[~a,a]); con a € (0,1): Si ha

n n n
LT LT . a
nsim — = max nsim — = | nsim —
1 n z€[0,a] n n

lanlloc,(~a,a) = an(a).

lanlloc (a0 = max

e cioe

Allora, poiche a € D, la serie data converge totalmente in (C'([—a,a]), || -

Hoo,[—a,a])‘

Convergenza uniforme (della successione delle somme parziali). Dalla convergen-
za totale in (C'([—a,a]), || - [|oc,[—a,qa]) Segue subito la convergenza uniforme in
[—a,a] (con a € (0,1)). Rimane da chiarire se la serie converga uniformemente
negli insiemi (—1,1), [a,1), (=1,a] (con a € (—1,1)). Verifichiamo che la se-
rie non converge uniformemente in [a,1). Supponiamo per assurdo che la serie
converga uniformemente in [a,1) e indichiamo con S e S, rispettivamente, la




somma e la somma parziale n-esima. Fissato arbitrariamente € > 0, esisterebbe
allora N, > 0 tale che

sup |S(z) — S,(x)| <e, per ogni n > N,.
z€la,l)

Ne seguirebbe
|an41(2)| = [Sny1(2) = Sn(@)] < |Snia(z) — S(2)] +[S(2) — Sn(z)] < 2¢
per ogni x € [a,1) e per ogni n > N.. Se ne concluderebbe che

26> sup |an41(7)] = max fan1(2)] = anyi(1)
zG[a,l) me[a‘vl]

per ogni n > N¢, che contraddice (3). Dobbiamo quindi ammettere che la serie
non converge uniformemente in [a,1). Analogamente si prova che la serie non
converge uniformemente in (—1,a] e in (—1,1).



