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Risoluzione degli esercizi

1. Sia F linsieme dei punti (x,y) € (0,+00) X (0, +00) delimitato dalle curve
y=—a*+2z, y=-a*+4x, y=2° y=2"-2z

Rappresentare graficamente E e calcolare 'integrale

1
dL?(z,y).
/Ex+y (z,9)

Risoluzione. Osserviamo che per ogni (z,y) € E esiste uno e un solo (s,t) €
C :=12,4] x [0, 2] tale che
{y = —22+ sz

y=2>—tz

e cioe

22 —tr = —a? + sx
y:x2—taz

che (essendo = > 0) equivale a

r—t=—x+s
y:fot:E
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Pertanto, I'insieme E & I'immagine della mappa ¢ : C — R? definita da

s+t s2—t?
@(s,t):z( 5 1 >

e che si verifica facilmente essere una (2,2)-parametrizzazione il cui fattore di

trasformazione soddisfa
/2 1/2 \| s+t
det( /2 —t)2 )‘_ 1
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per ogni (s,t) € A:=(2,4) x (0,2). Dalla formula dell’area otteniamo allora

dL?(z,y
/E @(C) .T+y ( )

s+t 9
/ 2t2' dL( )

PR~

1
L? .
[42+8 dI2(s,1)

e infine dal teorema di Fubini
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2. Si consideri I'insieme
E=([-1,1] x [-1,1]) U ([1,2] x [0,2])
e il campo vettoriale F : E — R? definito come segue

F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)) = ((* = 1)(y* = Day, (* = 1)(y* — 1)y?).

Calcolare div F' e usare l'identita di Gauss 2D per calcolare anche f pdivF dL?.

Risoluzione. Si ha
div F(z,y) = (y* — Dy(32z% — 1) + (2? — 1)(4> — 2y).

Allora, per I'identita di Gauss 2D, si ha

/ (y? — Dy(3z% — 1) + (2* — 1)(4y® — 2y) dL?(z,y) = / F-NdH!
E OF

dove N e il campo normale uscente a JF. Osserviamo che JF & una curva
regolare a tratti composta di otto tratti regolari. Consideriamo la seguente
coppia di tratti regolari di dF:

Ty = {2} x [0,2], Tp:=[1,2] x {2}.

Allora ¢ facile verificare che F' si annulla su 0F \ (T7; U T3) e quindi si ha

/F~NdH1: F-NdH'+ | F-NdH!
oFE T

T>

:/ (F1,F2)'(1a0)dH1+/ (F1, F2) - (0,1)dH"

T

= | RBdH'+ | FydH.

T T>

Consideriamo ora la (1,2)-parametrizzazione regolare di T}
a(t) = (2,t), te]0,2]
e la (1,2)-parametrizzazione regolare di T

B(t) = (t,2), te][l,2].



Allora, per la formula dell’area, si ha

/ FrdH + / FydH*
Ty=a([0,2]) B([1,2])

/ Fy(a(t)]a (1) dt + / Fy(B(1))|8' (1) dt

/ (2, t)dt+/12F2(t,2)dt

2
/ 2_1) dt+/ 12(t2 — 1) dt
1

{32 3t2} + [46% — 124]]
28.

Quindi

/ (y? = Dy(32* — 1) + (¢ = 1)(4y’® — 2y) dL*(z,y) = 28.



3. Sia f : R — R la funzione 27-periodica, pari e tale che
1 sexe[0,7)
(x—%)* sewe ],
e Rappresentare il grafico di f;

Calcolare ag,a; e b, (per ogni n);

e Descrivere la convergenza della serie di Fourier di f;

e Dare un esempio di insieme in cui la serie di Fourier di f non converge
uniformemente a f.

Risoluzione. Poiché f ¢ pari, si ha b, = 0 (per ogni n > 1). Usando la
definizione di a, e cambiando la variabile nellintegrale (s =t — %), si ottiene

apg = 721_/0‘” f(t)dt
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Usando anche la formula di integrazione per parti, otteniamo poi

2 ™

alzf/ f(t)costdt
T Jo
2 2

T/ bis 2
= — / costdt+/ (tff) costdt
0 0 /2 2

2 2 7'r/2
:f—f/ s2sin sds
0

s s

dove
/2 /2
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per cui si ha
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Veniamo a descrivere la convergenza.

e Poiché f € L?(—m,n), la serie di Fourier di f converge incondizionata-
mente a f in (L?(—m, ), || - ||2). Inoltre, per il teorema di Carleson, tale
serie converge a f puntualmente quasi ovunque.

e Osserviamo che f ¢ regolare a tratti con D = {7} e £ = {—m, £3}.
Allora la serie di Fourier di f converge puntualmente in R e la sua somma
in # ¢ uguale a f(z) se x ¢ 5 + Zm, mentre ¢ uguale a § se v € § + Zr.

e La serie di Fourier di f converge uniformemente a f negli insiemi del tipo
(quale che sia ¢ > 0)

ICLEJZ([O,ngkwe] U {g+kﬂ+€,ﬁ}).

e Ricordando che la convergenza uniforme “trasmette la continuita al limi-
te”, possiamo dire che la serie di Fourier di f non converge uniformemente
in [0, 7] (per esempio).



