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Risoluzione degli esercizi

1. Sia E l’insieme dei punti (x, y) ∈ (0,+∞)× (0,+∞) delimitato dalle curve

y = −x2 + 2x, y = −x2 + 4x, y = x2, y = x2 − 2x.

Rappresentare graficamente E e calcolare l’integrale∫
E

1

x+ y
dL2(x, y).

Risoluzione. Osserviamo che per ogni (x, y) ∈ E esiste uno e un solo (s, t) ∈
C := [2, 4]× [0, 2] tale che {

y = −x2 + sx

y = x2 − tx

e cioè {
x2 − tx = −x2 + sx

y = x2 − tx

che (essendo x > 0) equivale a{
x− t = −x+ s

y = x2 − tx

ossia {
x = s+t

2

y =
(
s+t
2

)2 − t(s+t)
2 = s2−t2

4 .

Pertanto, l’insieme E è l’immagine della mappa ϕ : C → R2 definita da

ϕ(s, t) :=

(
s+ t

2
,
s2 − t2

4

)
e che si verifica facilmente essere una (2, 2)-parametrizzazione il cui fattore di
trasformazione soddisfa

Jϕ(s, t) =

∣∣∣∣det

(
1/2 1/2
s/2 −t/2

)∣∣∣∣ =
s+ t

4



per ogni (s, t) ∈ A := (2, 4)× (0, 2). Dalla formula dell’area otteniamo allora

I : =

∫
E=ϕ(C)

1

x+ y
dL2(x, y)

=

∫
A

1
s+t
2 + s2−t2

4

· s+ t

4
dL2(s, t)

=

∫
A

1

2 + s− t
dL2(s, t).

e infine dal teorema di Fubini

I =

∫ 4

2

(∫ 2

0

1

2 + s− t
dt

)
ds

=

∫ 4

2

[ln(2 + s− t)]t=0
t=2 ds

=

∫ 4

2

ln
2 + s

s
ds

=

[
s ln

2 + s

s

]s=4

s=2

+ 2

∫ 4

2

1

2 + s
ds

= 4 ln
3

2
− 2 ln 2 + 2 ln

3

2

= 2 ln
27

16
.



2. Si consideri l’insieme

E := ([−1, 1]× [−1, 1]) ∪ ([1, 2]× [0, 2])

e il campo vettoriale F : E → R2 definito come segue

F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)) := ((x2 − 1)(y2 − 1)xy, (x2 − 1)(y2 − 1)y2).

Calcolare divF e usare l’identità di Gauss 2D per calcolare anche
∫
E

divF dL2.

Risoluzione. Si ha

divF (x, y) = (y2 − 1)y(3x2 − 1) + (x2 − 1)(4y3 − 2y).

Allora, per l’identità di Gauss 2D, si ha∫
E

(y2 − 1)y(3x2 − 1) + (x2 − 1)(4y3 − 2y) dL2(x, y) =

∫
∂E

F ·N dH1

dove N è il campo normale uscente a ∂E. Osserviamo che ∂E è una curva
regolare a tratti composta di otto tratti regolari. Consideriamo la seguente
coppia di tratti regolari di ∂E:

T1 := {2} × [0, 2], T2 := [1, 2]× {2}.

Allora è facile verificare che F si annulla su ∂E \ (T1 ∪ T2) e quindi si ha∫
∂E

F ·N dH1 =

∫
T1

F ·N dH1 +

∫
T2

F ·N dH1

=

∫
T1

(F1, F2) · (1, 0) dH1 +

∫
T2

(F1, F2) · (0, 1) dH1

=

∫
T1

F1 dH
1 +

∫
T2

F2 dH
1.

Consideriamo ora la (1, 2)-parametrizzazione regolare di T1

α(t) := (2, t), t ∈ [0, 2]

e la (1, 2)-parametrizzazione regolare di T2

β(t) := (t, 2), t ∈ [1, 2].



Allora, per la formula dell’area, si ha∫
T1=α([0,2])

F1 dH
1 +

∫
T2=β([1,2])

F2 dH
1

=

∫ 2

0

F1(α(t))|α′(t)| dt+

∫ 2

1

F2(β(t))|β′(t)| dt

=

∫ 2

0

F1(2, t) dt+

∫ 2

1

F2(t, 2) dt

=

∫ 2

0

6t(t2 − 1) dt+

∫ 2

1

12(t2 − 1) dt

=

[
3t4

2
− 3t2

]2
0

+
[
4t3 − 12t

]2
1

= 28.

Quindi ∫
E

(y2 − 1)y(3x2 − 1) + (x2 − 1)(4y3 − 2y) dL2(x, y) = 28.



3. Sia f : R→ R la funzione 2π-periodica, pari e tale che

f(x) =

 1 se x ∈ [0, π2 )

(x− π
2 )2 se x ∈ [π2 , π].

• Rappresentare il grafico di f ;

• Calcolare a0, a1 e bn (per ogni n);

• Descrivere la convergenza della serie di Fourier di f ;

• Dare un esempio di insieme in cui la serie di Fourier di f non converge
uniformemente a f .

Risoluzione. Poiché f è pari, si ha bn = 0 (per ogni n ≥ 1). Usando la
definizione di an e cambiando la variabile nell’integrale (s = t− π

2 ), si ottiene

a0 =
2

π

∫ π

0

f(t)dt

=
2

π

(
π

2
+

∫ π

π/2

(
t− π

2

)2
dt

)

= 1 +
2

π

∫ π/2

0

s2ds

= 1 +
π2

12
.

Usando anche la formula di integrazione per parti, otteniamo poi

a1 =
2

π

∫ π

0

f(t) cos t dt

=
2

π

(∫ π/2

0

cos t dt+

∫ π

π/2

(
t− π

2

)2
cos t dt

)

=
2

π
− 2

π

∫ π/2

0

s2 sin s ds

dove ∫ π/2

0

s2 sin s ds = [−s2 cos s]
π/2
0 +

∫ π/2

0

2s cos s ds

= [2s sin s]
π/2
0 −

∫ π/2

0

2 sin s ds

= π + [2 cos s]
π/2
0

= π − 2,



per cui si ha

a1 =
2

π
− 2

π
(π − 2) =

6

π
− 2.

Veniamo a descrivere la convergenza.

• Poiché f ∈ L2(−π, π), la serie di Fourier di f converge incondizionata-
mente a f in (L2(−π, π), ‖ · ‖2). Inoltre, per il teorema di Carleson, tale
serie converge a f puntualmente quasi ovunque.

• Osserviamo che f è regolare a tratti con D = {±π2 } e E = {−π,±π2 }.
Allora la serie di Fourier di f converge puntualmente in R e la sua somma
in x è uguale a f(x) se x 6∈ π

2 + Zπ, mentre è uguale a 1
2 se x ∈ π

2 + Zπ.

• La serie di Fourier di f converge uniformemente a f negli insiemi del tipo
(quale che sia ε > 0)⋃

k∈Z

([
0,
π

2
+ kπ − ε

]
∪
[π

2
+ kπ + ε, π

])
.

• Ricordando che la convergenza uniforme “trasmette la continuità al limi-
te”, possiamo dire che la serie di Fourier di f non converge uniformemente
in [0, π] (per esempio).


