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Risoluzione degli esercizi

1. Sia
E = {(x,y7z) € R*|2(a? +y*)'/? §z§3—x2—y2}.

Fornire una rappresentazione grafica qualitativa di E e calcolare
/ |z — 2| dL>.
E

Risoluzione. Poiché la superficie conica z = 2(z? + 3?) e la superficie
paraboloidale z = 3 — 22 — y? sono entrambe superfici di rotazione intorno
all’asse z, la loro intersezione & un cerchio C' “orizzontale” (i.e. contenuto in un
piano parallelo al piano xy) e centrato in un punto dell’asse z. Risolvendo il
sistema delle equazioni z = 2(x? +y?)'/2 e z = 3 — 22 — y? si trova subito che
C' ¢ il cerchio orizzontale di raggio 1 centrato in (0,0,2). Quindi F ¢ 'unione
del cono

1/2

I:= {(w,y,z) e R?|2(a? +y)2 <2< 2}
e della calotta paraboloidale

II:= {(z,y,2) €R3|2§z§3—m2—y2}.
Pertanto:

e Per z € [0,2] si ha E, =T, e questa sezione coincide col disco centrato
nell’origine del piano zy, di raggio z/2.

e Per z € (2,3] si ha E, =II, e questa sezione coincide col disco centrato
nell’origine del piano zy, di raggio (3 — 2)/2.

e Per 2 ¢ [0,3] si ha E, = 0.

Tenendo conto di tutto cio, applicando il Teorema di Fubini (sezioni piane oriz-
zontali), la compatibilitd misura-integrale e la compatibilita fra l'integrale di
Lebesgue e l'integrale di Riemann, otteniamo



/E 2 — 2] dL? = /[073] (/E Py dL?(x,y)) ALl (2)
_ /[072] (/EZ_FZ 1= — 2 dL2(x, y)) dr'(2)
N /H (f k-2 AL2(a.9) ) dI(:)
= /[0’2](2 —2) </F 1dL*(x, y)> dL(2)
+ /[2’3] (z—2) (/H 1dL2(;z:,y)) dL'(z)
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:/ (2—z)L2(1"Z)dz+/ (= —2)L*(IL,) d=
0 2
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2 3
:—/(272)22dz+7r/ (z—=2)(3—2)d=z.
4 Jo 2
Inoltre dal Teorema Fondamentale del Calcolo si ricava subito
/ (2—2)2%dz = -, / (z—=2)3—2)dz = —.
0 3 2 6

Quindi concludiamo

p s s ™
—2|dLl3 = -+ = = =.
/E‘Z | 37673



2. Si consideri la superficie
S = {(x,y,z) €R3|x2 +yP+22=8, 2> (a? +y2)1/2}
e il campo vettoriale
F:R> 5 R3  F(x,y,2) = (—y,z,2).
Inoltre sia N = (N7, No, N3) il campo normale a S (continuo) tale che N3 > 0.

e Dare una rappresentazione qualitativa di .S;

e Verificare il teorema di Stokes [ (5.3 TV I = /. a(s.) I+ calcolando sepa-
ratamente i due membri dell’identita.

Risoluzione. L’intersezione fra la sfera ¥ di equazione 2% + y? + 2% = 8 (di
centro (0,0,0) e raggio 2v/2) e il cono z = (22 + y?)/? ¢ la circonferenza di
raggio 2 centrata in (0,0, 2) e contenuta nel piano z = 2. Quindi S ¢ la calotta
di X che sta “sopra” il disco

D= {(z,y) € R?|2® +y* <4},

e cioe

Calcoliamo separatamente i due membri dell’identita di Stokes:

(i) E’ molto facile calcolare che rot F' = (0,0,2). Quindi, osservando che
N(z,y,z) = ﬁ(m,y,z) per ogni (x,y,2) € S, troviamo

/ rotF:/(rotF)-NdH2:/(0,0,2)-NdH2
(S,N) S S

1 / 9
=— | zdH".
V2 Js

Per concludere il calcolo del primo membro dell’identita di Stokes, consi-
deriamo la seguente (2, 3)-parametrizzazione regolare di S

(1)

@:C:=0,2] x [0,27] > R®  ©(p,0) = (pcos, psind, (8 — p*)*/?).
Dal consueto calcolo otteniamo ((p, 8) € (0,2) x (0, 27))

D1p(p,0) x Dag(p,0) = (p*(8 — p*) /% cos 0, p>(8 — p*) /2 sin 6, p)
e quindi

Jo(p,0) = | Di(p,0) x Di(p,0)|| = 2v2(8 — p*)~*/p.



Ora, per (1), la formula dell’area e il teorema di Fubini,

1 1
rot F = — zdH? = — / (8 — p*)V/22v/2(8 — p*)~ V2 pdL?
/(S,N) V2 Js—p(c) V2 Je

2 2
:2/de2:2/ (/ pdp)de.
C 0 0

E quindi, dal teorema fondamentale del calcolo

/ rot ' = 8.
(S,N)

(ii) Una (1, 3)-parametrizzazione di 9(S, N) & data da
v:]0,27] = R3,  ~(t) = (2cost,2sint, 2).

Quindi, per la formula dell’area,

/ F= / F(y(t) -+ (t)dt = / (—2sint,2cost,2) - (—2sint,2cost,0) dL*
A(S,N) [0,27]

[0,27]
=4 / 1dL*
[0,271']

e cioe

/ F = 8.
A(8,N)



3. Sia f: R — R la funzione pari e 27-periodica tale che

fliors2) =sinljor/2)s  flin/2a] = sin|jxj2,- — 1.
e Disegnare il grafico di f.

e Descrivere e motivare le proprieta di convergenza della serie di Fourier
della funzione f. In particolare, fare un esempio di insieme in cui la serie
di Fourier di f converge uniformemente a f.

e Calcolare ag, ag e b, (per ogni n > 1).

Risoluzione.

e La funzione f ¢ continua a tratti, con D = {£x/2}. Quindi si ha anche
f € L?(—m, m) e pertanto si puod applicare la teoria L? della serie di Fourier.
Ne segue che la serie di Fourier di f converge incondizionatamente a f in
(L?(—m,7),| - ||l2)- Inoltre essa converge puntualmente quasi ovunque a f,
per il teorema di Lusin-Carleson.

e In [—m,m) \ D la funzione f ¢ derivabile con derivata continua e limitata.
Quindi f & regolare a tratti con E = D U {—m,0}. In base alla “teoria
regolare a tratti”, possiamo affermare che la serie di Fourier di f:

— converge puntualmente a f(x) in ogni « # 5 + kr (k € Z);
— converge a 1/2in § + km (k € Z).

— converge uniformemente a f in ogni intervallo in cui f e continua,
per esempio in [—7 /4, 7/4].

e Poiché f e pari, si ha b, = 0 per ogni n > 1.

e Si ha (per il teorema fondamentale del calcolo)

2 (" 2 [™/? 2 ("

a():*/ f(t)dt:—/ sintdt—l——/ (sint —1)dt
™ Jo ™ Jo ™ /2
2 s
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f/ sintdt — =2 =21
T Jo ™ 2 7



ag =

s

f(t) cos(2t) dt

/2 2 T
sint cos(2t) dt + — / (sint — 1) cos(2t) dt
T Jr/2

T K
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