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Risoluzione degli esercizi

1. Sia E C R? la piramide avente per base il quadrato
B:=10,1] x [0,1] x {0}
e vertice in (1,1, 1). Inoltre si consideri il campo vettoriale
F:R> =R F(x,y,2):=(z—xz,2—y,0).

Verificare che vale 'identita di Gauss (teorema della divergenza) e cioe

/dideL3:/ F.-NdH?,
E oOF

dove N ¢ il campo normale esterno su OF.

Risoluzione. Verifichiamo che, calcolando separatamente i due membri dell’i-
dentita di Gauss, si perviene allo stesso risultato.

e Siha
div F(x,y,2) = D1(z — x) + Da(z — y) + D30 = =2,

per ogni (z,y,2) € R3 Quindi, per la linearitd dell’integrale e per la
compatibilita misura-integrale, si ha

/ div FdL? :/ —2dL? = —2/ 1dL? = —2L3(E)
E E E

/ div FdL? = —3.
5 3

cioe

e Denotiamo:
— con S il triangolo chiuso di vertici (1,0,0), (1,1,0) e (1,1,1);
— con Sy il triangolo chiuso di vertici (0,1,0), (1,1,0) e (1,1, 1);
— con Ss il triangolo chiuso di vertici (0, 1,0), (0,0,0) e (1,1,1);



— con Sy il triangolo chiuso di vertici (1,0,0), (0,0,0) e (1,1,1).

Allora
OF = BUS;USyUS3USy.
Inoltre:
N|51 = (1,0,0), N|S2 = (Ov 170)7
1 1 1 1
N = _77077 ) N = 07_777
|S3<¢§ﬁ> 'S“( 22)
€
Nlg = (0,0,-1).
Quindi

/ F-NdHQ:/F-NdH2+/ F-NdH?
oF B S1

+/ F-NdH2+/ F~NdH2+/ F-NdH?
Sz SB

Sy
:/0dH2+/ (z —x)dH?
B Sy

— 2_ 1 2 —x)dH?
Jr/sz(z y)dH 7 53( YdH

1 / 9
—— [ (z—y)dH".
V2 Js,
Osservando che

—su Sy sihaz=1,
—su So sihay=1,
— su S3 siha z =z,
— su Sy si ha z =y,

e usando la linearita dell'integrale e la compatibilita misura-integrale,
troviamo

/aEF.NdHQz/gl(z—l)dH2+[gQ(z_1)dH2
(1) :/ de2+/ 2dH? — H()) — H*(Sy).
s, Sa

(2) H?(S,) = H*(S;) = %



Inoltre, una (2, 3)-parametrizzazione regolare di S; & data da
@:T%Rsa p(s,t) = (1,s,t)

dove T'C R? ¢ il triangolo chiuso di vertici (0,0), (1,0) e (1,1). Quindi,
essendo

Jp(s,t) = [[D1g(s, 1) x Dawp(s, )] = [1(0,1,0) x (0,0, )] =1

per ogni (s,t) € Int(T), dalla formula dell’area, dal teorema di Fubini e
dalla compatibilita fra gli integrali di Riemann e di Lebesgue, si ottiene

1 S 1
(3) / de2=/tdL2:/ (/ tdt)ds:.
S1=¢(T) T o \Jo 6

Analogamente,
9 1
(4) zdH* = —.
S5 6
Da (1), (2), (3) e (4), concludiamo che
1 1 2
/ F-NdH?= -4 - — - —= ==
. 2 2 3



2. Si consideri la mappa
v:[0,1] = R, ~(t) := (t + cos(2xt), t + sin(27t), ).
(i) Verificare che v & una (1, 3)-parametrizzazione regolare.

(ii) Indicati con C e X, rispettivamente, la curva regolare orientata parame-
trizzata da v e il segmento orientato congiungente v(0) = (1,0,0) (punto
iniziale) a y(1) = (2,1,1) (punto finale), provare che

/6(1,1,1):/5(1,171).

Risoluzione.
(i) Infatti:

e [0,1] & un sottoinsieme compatto di R ed & la chiusura dell’aperto (0,1).
Inoltre 9(0,1) = {0;1} e quindi L'(9(0,1)) = 0.

® Y|(0,1) ¢ iniettiva: se s,t € (0,1) sono t.c. y(s) = (t), allora (proiettando
sulla terza componente) si ha s = t.

e La mappa 7 ¢ la restrizione a [0, 1] di
[:R—R? T(t) = (t+cos(2nt),t + sin(2nt), t).
Poiché T € C1(R,R?), la mappa v & di classe C!.
e Per ogni t € (0,1) si ha
7 (t) = (1 — 27 sin(2nt), 1 + 27 cos(2nt), 1)

e quindi anche Jy(t) = |7/(¢)| > 1.
(ii) Si ha

L(1,1,1):/ (1,1,1) -4/ (t) dL*(t)
C [0,1]

1
(1,1,1) - (1 — 27wsin(2nt), 1 + 27 cos(2wt), 1) dt

1
(3 — 2 sin(27t) + 2 cos(27t)) dt

Il
@ 5— =

Inoltre, essendo

0:[0,1] = R® o(t) := (1 —t)y(0) + ty(1)



una (1, 3)-parametrizzazione regolare di ¥, si ha

/i(l,l,l) :/[071](1,1,1) -0’ (t)dL'(t)

— /[O 1](1, 1,1) - [y(1) — v(0)] dL'(t)
:/ (1,1,1) - (1,1,1) dL*(t)
[0.1]

= / 3dL*(t).
[0.1]

Usando la linearita dell'integrale e la compatibilita misura-integrale, se ne con-

clude subito che
/(1, 1,1) =3.
b



3. Studiare il problema di Cauchy

y'(z) = tan(y(z) — x)
y(0) = 0.

Risoluzione. Prima di tutto, osserviamo che se y(x) & una soluzione della EDO
assegnata, allora z(z) := y(x) — x soddisfa

(5) 2 (x) = tan(z(x)) — 1.

Viceversa, se z(x) ¢ soluzione di (5) allora y(x) := z(z) + x & soluzione del pro-
blema della EDO assegnata. Ora si potrebbe procedere all’integrazione esatta
di (5). In questo modo, pero, eccetto che per gli equilibri, e cioe le soluzioni
esplicite

zp(x) =7n/d+kn (k€Z),

si otterrebbe una identita che definisce implicitamente le soluzioni z(x), ma
dalla quale, in generale, ¢ difficile ricavare le proprieta di tali soluzioni (e quindi
di y(x)). Opteremo quindi per uno studio qualitativo del problema di Cauchy
assegnato, mediante la consueta modalita basata sulla teoria sviluppata nel
COrso.

Consideriamo la funzione (z,y) — tan(y — ). Sia A la componente connessa
del suo dominio di esistenza che contiene il dato di Cauchy (0,0), cioe

A={(z,9) eR?*: z—7/2 <y <z+7/2}.
Per ogni (z,y) € A poniamo
F(z,y) := tan(y — z).

Ovviamente si ha F € C!'(A) e quindi esiste, unica, la soluzione massimale
u: (a,b) — R del problema di Cauchy assegnato. Useremo la teoria sviluppata
nel corso per ottenere le proprieta di u.

(i) Osserviamo che F~1(0) é la retta y = z, i.e.
Ay :=F10) = {(z,z) : x € R}.
Inoltre

Ay = F7H(0,400)) = {(z,y) €R? : z <y < x +7/2}

A= FY(~0,0) = {(z,y) eR? : x —71/2 <y < z}.



(i)

(iii)

Indichiamo con G il grafico di u. Poiché, ovviamente, si ha a < 0 < b,
possiamo considerare le funzioni

up = U|(a,0), Uz = U|(0,b)

i cui grafici verranno indicati, rispettivamente, con G; e G3. Osserviamo
che
(0,0) = (0,u(0)) € A NG,

ossia G passa per (0,0), dove ¢ stazionario (u/(0) = 0). Quindi esiste € > 0
tale che [—¢,¢] C (a,b) e

{(z,u(x)) : x € (—&,0)} C Ay, {(z,u(z)) : z€(0,e)} C A_
Poiché G non puo intersecare Ag, si ha
G1 C Ay (ciot uy & crescente).

Inoltre, ovviamente,

Gy C A_  (ciot us € decrescente).
In particolare
(6) u(z) < u(0) =0, per ogni z € (a,b)
ed esistono i limiti

a:= lim u(z), B:= lim u(z).
z—at z—b~

Da quanto osservato nella premessa (k = 0),
v(z) =z +7/4

¢ una soluzione della EDO assegnata. Ovviamente il grafico di v & la retta
R C A di equazione y = x + 7/4. Per il teorema di esistenza e unicita
locale della soluzione del problema di Cauchy, G non puo intersecare R.
Quindi

(7) x—7/2 <u(z) <z+m7/4, per ogni z € (a,b).
Per (6) e (7) si ha
x—7m/2 <0, per ogni x € (a,b)

e quindi
b<7/2< +o0.

Facendo tendere x — b~ in (7), otteniamo ora
—00<b—7/2<B<b+7/4< +o0.
Per il teorema di incontinenza non si puo avere (b, 3) € A e dunque si ha

B=b—m/2.



(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

In conseguenza di (7) e di (v) si ha

lim «/(z) = lim tan(u(x) — ) = —o0,
z—b— z—b—

cioe (per dirla informalmente) G5 si approssima a 9A con pendenza ver-
ticale.

Verifichiamo che a = —oco. Infatti, se fosse a > —oo, per (iii) e (7) si
avrebbe
—o<a<a<a+n/4<+o0

e quindi, in particolare,

Py = lim (z,u(z)) = (a,a) € A.

z—at

Utilizzando ora il teorema di incontinenza, otteniamo facilmente una con-
traddizione (basta scegliere K := P;+[0,¢]?, con ¢ > 0 abbastanza piccolo
affinché si abbia K C A). Dobbiamo quindi concludere che a = —oc.

Poiché u € C((—o0,b)) soddisfa la EDO assegnata, si ha anche u €
C?((—00,b)). Quindi possiamo derivare I'identita v'(z) = tan(u(z) — x) e
cosl ottenere

a(@) = [1 + tan(u(z) — D)][o/ () — 1]
= [1 + tan®(u(z) — z)][tan(u(z) — ) — 1],

per ogni x € (—o00,b). Poiché per (7) si ha —7/2 < u(x) —x < w/4 e
quindi anche tan(u(z) — x) < 1 (per ogni = € (—00,b)), otteniamo

u”(x) <0, per ogni x € (—o0,b).
Il grafico G & dunque concavo.

Per (viii), la funzione u’ decresce. In particolare esiste

T !
L= mgr_noou (z).

Osserviamo che:

e L >0, per (iii);
e non si puo avere L < 1, perché in tal caso G; intersecherebbe la retta
R;
e non si puo avere L > 1, perché in tal caso G; intersecherebbe la retta
Ap.
Quindi L = 1, da cui segue

(8) 1= lim u(z).= lim tan(u(z)—z).

T——00 T——00



Inoltre, per (iii) e (7), si ha
(9) x < u(r) < z+ /4, per ogni x € (—o0,0).
Da (8) e (9) segue che

J;EIEIOO u(z) —x=mw/4,
cioe
lim u(z)— (z+w/4)=0.

rT——0Q

Questo prova che la retta R di equazione y = x + 7/4 ¢ asintoto di G, per
T — —00.

Ao




